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AVIS. 


Ce volume, qui renferme la seconde partie de 
mon Cours d Analyse à l’École Polytechnique, a 
été distribué par feuilles aux Élèves, au lieu des 
leçons lithographiées qu’ils recevaient les années 
précédentes. Ce changement ayant été fait après le 
cours de première année, l’impression a dû com- 
mencer par le second volume ; mais le premier pa- 
raîtra prochainement. Il contiendra le calcul diffé- 
rentiel et le commencement du calcul intégral. 
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COURS 


D’ANALYSE 

DE 

L’ÉCOLE POLYTECHNIQUE. 

SECONDE ANNÉE 


i. ). ... 

Differentiation et intégration sous le signe f. 

I . Nous avons fait connaître , au commencement de ce 
Cours , les règles pour diffèrentier les fonctions explicites , 
ainsi que celles qui sont liées entre elles et avec la variable 
principale par des équations dont les deux membres sont 
des fonctions explicites. Nous allons considérer une autre 
espèce de fonction et donner le moyen delà différentier. 

Soit la fonction de x,^u=l F (z , x) dz que l’on sc 

•J Zq 

propose de différentier par rapport à x; les limites z., Z, 
pouvant ét'-e des fonctions quelconques de x. 

On aura , eu considérant cette intégrale comme une 
fonction composée de z„ , Z, x, qui sont toutes des fonc- 
tions de X , 

du / du\ ilz., /du\dZ /'dn\ 

d.v \th„) de \d'i) dx \dx)’ 
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Or, on a d’abord 


è=-lFK.^). â = F(Z.-)- 

du . X V 

Quant au troisième terme qui se rapporte a et a 

constants , il est la limite de 

/ F {t,x-\-h)dz— / F (z, a:) dr 

J *o 


ou 


de 


rZ F (z, a: + A) — F(z, x) 

J Co 

et a pour valeur 

'Z ^F(Z, .t) 


/■ 


dx 


dz. 


Donc 


• ^ F(z,x)dz — F(Z,x)^^ F(z„, .r) 

J Zo 


d_ 
dx. 


•Z d? x) 
Zo dx 


-h r -'-^dz. 

J Zo 


On parviendrait à la même formule par des considéra- 
tions géométriques très simples. 

Si les limites sont constantes, c’est-à-dire indépendantes 
(le X , on a 



(z 



dF (z, x) 
dx 


dz ; 


on volt (ju’ alors les deux opérations de différentiation et 
d’intégration peuvent se faire dansim ordre quelconque. 

2. Si la fonction de x était une intégrale indéfinie par 


rapport 


à Z , comme u= J' F (s , 


x) dz , on la mettrait 
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f x)dz+c. 


C étant une fonction quelconque de ,r , d’où 


du 

dx 


~~ J dx 


, dC 


On peut donc faire, dans un ordre quelconque, les 
deux opérations sur F (z, x), pourvu que les constantes re- 
latives aux deux intégrations soient liées par la condition 
que la seconde soit la dérivée de la première par rapport 
kx. 

3. Si au lieu de dilférentier j F {z , x)dz on avait à 

4/ 

l’intégrer par rapport à x entre les limites x„ , X, en sup- 
posant et Z indépendantes de x , on observerait , d’a- 
près ce qui précède, que quel que soit z , 




F(z,x)dz^ et 


f!. * fl. 


F (z, x) dx 


ont la même dérivée par rapport à x ; et comme elles de- 
viennent nulles toutes deux pour x = x„ , elles sont aussi 
égales quel que soitx. L’ordre des deux opérations est donc- 
encore indilTérent. Tout cela suppose que la fonction 
FCz, x) ne devient ni infinie ni indéterminée pour aucune 
valeur de xetz comprise entre les limites : si cela arrivait, 
il faudrait un examen particulier dont nous nous occupe- 
rons tout-à-l’lieure. 

4 . Si les deux intégrales étaient indéfinies, la première 
serait 

f F {z,x)dz-{-<p {x) -, 

J Zo 

en l’intégrant , on trouverait 

f d.r f F (z,x) dz-{-f{z)-\- f •p(x)d.c, 

J 3r„ J Z, J Xo 
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ce qu’on peut mettre sous la forme 

f dx f ?{z .x)dt +/(z5 +/. (X), 

J Xq J 

et l’on trouverait un résultat identique en intégrant en or- 
dre inverse ; les fonctions arbitraires pouvant toujours être 
regardées comme les mêmes. 

5. Intégrales déjinies singulières. M. Cauchy a dési- 
gné sous ce nom , des intégrales prises entre des limites 
qui se rapprochent indéfiniment d’une valeur particulière 
de la variable, qui rend la fonction infinie. 

Par exemple , si l’on suppose F («) infinie , l'intégrale 

a 

F {x) (ix sera une intégrale définie singulière, si 

— I 

e tend vers zéro , p étant un nombre fini quelconque. 
On peut mettre la fonction différentielle sous la forme 

dx 

(x — a) F (j") — — — , et si l’on désigne par une valeur 
moyenne entre a — e et a — pe, l’intégrale sera égale à 

(Ç-«)F(a ou F(£)/ 

J a — f 


f. 


X~ 


et si (£ — fl) F (I) a une limite différente de zéro quand ^ 
tend vers a , l’intégrale définie singulière aura une valeur 
déterminée en même temps que p. Nous allons voir à quoi 
cette considération peut être utile dans la détermination 
'des intégrales définies. 

6. Cas où la fonction sous le signe f passe par l’infini. 
Si la valeur x = « rend F (.r) infinie et se trouve comprise 

P /3 

dans les limites de l’intégrale / F (x) dx, on formera 

J a 

P a i P ^ 

d’abord/ F(x)r/x, puis / F (x) rfx; ou les 

ajoutera , puis on fera tendre s vers zéro : la limite est ce 
que M. Cauchy nomme la valeur principale de l’intégrale. 
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n pourra avoir une valeur (lifTtfrente si l’oii cherche la li- 
mite de la somme des deux intégrales suivantes : 

.. na — ut /’é 

. / ¥{x)dx, j F(r)</.r, 

J CL J a -^it 

£ tendant toujours vers zëro , et les nombres p, vêtant 
différents. Car il y aurait en outre les deux intégrales 

F (x) dx el f F ( r) dx-, 
r — I J a -h Vi 

et si leur somme ne tend pas vers zéro avec e , on aura une 
valeur différente de la première , que nous avons nommée 
valeur principale ; mais il est évident que cela n’arrivera 
jamais lorsque les intégrales de part et d’autre de a seront 
finies. Or ces deux intégrales définies singulières ont pour li- 
mite deleursomme Kl. K étant la limite de(x — a)F(x) 

quand x tend vers a, et supposée de même signe quand 
X est <^a, ou > « (le cas contraire n’offre,' au reste, 
rien d’embarrassant). Si donc K n’eÿ pas nul , l’inté- 
grale ^ F (x) dx est indéterminée •, mais sa valeur prin- 
cipale est déterminée , soit finie soit infinie. 

Si K est nul , on ne peut pas dire que K/. soit néces- 

sairement nul , puisque 1 . - peut être infini. 

Par exemple, si v=;e, 1. -est infini, et la seconde in- 

* f 

tégrale singulière est F (x) dx. 

Ainsi , ^ = 1. Ç I “f" '' = £> on a 1. 2 . 

/ >,• dx f , 

. on a —pL I . y, 

, l/x yi 

ou l.v, J étant un intermédiaire entre e et ve; de 


— 'byCoOgl 


fi 


COUES d’an.vi.ysf.'. 


sorte que ^ = Kv£ et K i ; par là l/ 1 1 . y devieii^ 
|/Ke V^vl.v. Mais on sait que V/vl.v est nul pour 


dx 

. 


/- est nul , comme d’ailleurs on Fau- 

X 

rait vu en elTectuant l’int»igration. 

7. Si l'on suppose une des limites infinie, on aura à 

I 

conside'rer l’in tégrale F (x) //r, et pour que l’intti- 


grale proposée soit finie , il faudra que celle-ci tende vers 
zéro avec e , quelque petit que soit p ; il faudra donc que 

~ F tende vers zéro quel que soit /z, K étant > i . 

Soit F {x) = Aa:» 4- . . . ■’ 


])lacé par -^(K|ze)" et il faudra que p.s" l.fz tende 

vers zéro, ce qui exige n > nt-j- 1 -, et cela est suffisant. 

On pourra ainsi , au moyen des intégrales définies sin- 
gulières, reconnaître si les intégrales cherchées deviennent 
infinies ou indéterminées quand une valeur de x rend lafonc- 
tion donnée infinie, ou quand une des limites est infinie. 

8. On peut encore reconnaître si une intégrale est finie, 
lorsque sa dérivée devient infinie pour une valeur particu- 
lière de a: , en la comparant à une autre plus simple , pour 
laquelle il n’y ait pas d’incertitude , et telle que les deux 
dérivées aient un rapport fini pour cette valeur particulière : 
les deux intégrales seront en même temps finies ou infi- 
nies. Par exemple f Z — et r — seront dans 

^ J O (e^-hx*)x'" J O x"‘ 

ce cas. Le rapport des dérivées c^-^-x" devient i pour 
.r = o , et la seconde est finie si m x , et infinie si m = i , 
oum^ I -, il en e.st donc de meme tle la première. 


I 
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9. Application des principes précédents. En partant 
«l’intégrales définies connues, et les difFérentiant ou inté- 
grant par rapport à une constante , on obtient la valeur de 
nouvelles intégrales. 

Ainsi, 

I 

dx “ à 

Jo + a a ’ 

difFérentiant n fois par rapport à a, on obtient 


/ 


1.2.3... n 1 . 3 . 5 . , ( 27 J — I .) »■ 

■ — dx ■' — 


2" a 




d’où 




» dx 


1.3.5 . . (2w — i) 


(x“ -t- a)" 


2.4.6 .. . an 


n+‘ 


aa 


10. Si l’on considère cette autre intégrale 


r 


e-‘^dx=z -, 
a 


et qu’on dilTérentie n — i fois par rapport à a, on obtient 

rx”-’ 

Jo a" 

Si l’on désigne en général par T(jji) l’intégrale 

, fV-'e-'dx, 

.'o 

<|ue1quc valeur positive qu’ait /), on aura, pour toute va- 
leur entière de cette constante , 

r(/i) = i 2.3... (/!-.), et dx =^. 
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Si Ton diffërentie Tintégrale indéBnie Je^^da= — + C, 
on obtient cette intégrale indéfinie 






lo. Si l’on part de l’intégrale J' 3:"' <-/ar= ^ ^ ^ et 

qu’on intègre ses deux membres par rapport à m entre 
deux valeurs et v , on obtient 


J O \.x/ 


O 1 . .r . ' + • 


et l’on ne saurait donner l’expression de l’intégrale in- 
définie. 

II. Si l’on intègre par rapport à a , entre deux limites 
quelconques b etc, les deux membres de l’équation 


on obtient 


j: 


^ — tfx . I 

e X = - , 
O a 


/: 


— Ax —ex 

e — e , c 

^ ^ ' ' " ' I • "T. 

O X b 


Si l’on part de 


l 


^ — ox , H 

e coscfcxaxrrr 

O a* + rt* 


on obtient de même 




— Sx —ex 

e — e I , c” ct“ 

costtxdx=s - I. y— — -, 

O x: 2 . b‘ -{- a“ 


/ • CO ^ 

e ““ sinttxdx— — ; 

O fit* 

donne 
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— >ftx —ex • 

e — e 


sin uxdx = arc lany - — arc tang - . 


« ''et 

Si dans cette dernière formule on fait b = o, c==os, on 
obtient la suivante qui est souvent utile : 

/**sin ccxdx 


/; 


•X 

: “ , OU 
2 


/: 


® sin <fx 


dx = 


Autres procédés pour la détermbmtion d’intégrales 
définies. 

i 3 . On ramène quelquefois une intégrale définie simple 
à une intégrale définie double , parce que l’indépendance 
des deux variables peut conduire à des simplifications. 

X OO 

e~* dx. Elle est identique avec 

J é~^‘ dy. Si on les multiplie , on aura le carré de 
l’expression cherchée. Or on peut considérer le produit 
dx dy, comme obtenu en multi- 

pliant chaque élément e~^' dx de la première par la se- 
conde; et dans cette dernière, on peut poser ^ = , x 

restant constamment le même que dans l’élément e ^ dx. 
Rien ne sera changé par là , quoique x s’introduise dans la 

P» 

seconde intégrale qui devient J xeT*’*’ dt. Si l’on pou- 
vait former cette dernière expression en a: , en la multi- 
pliant par é~’‘’dx., on aurait un élément qui intégré en- 
tre o et 00 donnerait identiquement le produit des deux 
intégrales. Mais dans cette intégration, par rapport ht, le 
facteur constant e peut être introduit sous le signe 
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f, et l’on voit qu’on aura à intégrer L’expression 

d’abord parrapport à r, puis par rapport à a:, ces deux 
variables dtant indépendantes. 

Or on sait que ces deux intégrations peuvent se faire 
dans un ordre inverse , sans que le résultat soit changé; et 
de cette manière l’opération pourra s’effectuer. 

En effet, 


rv O. r—i ^5, 

.'O a(i+ï-) Jo 2(i-f-r») 4 


Donc 


■X 


c ax , ou 

2 

/rx 


Z' 00 _ 

I e~^' dx = \/a 

•/— CO 


d’oi'i changeant X en wx , j e = 

i4* Cette intégrale importante peut encore s’obtenir 
par le procédé suivant qui se trouve dans la Mécanique àc 
M. Poisson. 


/*oo /'ce 

Le produit déjà considéré J J dxdj repré- 


.sente le quart du volume du solide compris entre le plan 
XY et la surface dont l’équation est , et qui 

est engendrée par la révolution de la courbe dont l’équation 
est z — c~^\ autour de l’axe des z. Or si l’on décompose 
ce volume en tranches parallèles au plan XY et dont 
l’expression sera nx^’dz , x étant l’abscisse de la courbe 
génératrice, on aura à intégrer ira:’ entre a:= oo, x=o, 
et à prendre le quart du résultat. Mais dz=- — ïxe~^'dx , 

X Cf5 ^x* 

x?c ^ dx. 

L’intégration par parties donne 
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J ”* GC ^ I 

x^é~^ dx=-, et le volume entier a pour 
valeur n. Si l’on prend le quart, puis la racine carrée, on 


aura 


f^e-^'dx— ou J“ e-^'dxz= \/-^ 

i5. Le passage des quantités réelles aux quantités ima- 
ginaires, fait avec la rigueur convenable, peut encore con- 
duire à la détermination de nouvelles ihtégrales. En effet, 
on tire de la formule précédente, en changeant x en a:-f- a, 

*/ — 00 t' — CO 


d’où 


Posons (X = a V — i ; il vient , en observant que 

^lax V/— t _j_ g— 2flx _ , 


* = 2C0S2/7X, 

r»oo 


1 - /** 

""*l/;rr=2 / COS ^axdx ^ 

t'o 


d’où 


J O 


cos 2 axdx : 


|/;i 


ou Cil changeant x en mx et am en n , 

00 /~ — — 

f e~ coa znxdx = — - è 

• ’o im 

La substitution de a — i à a n’a pas altéré l’équation, 
parce que les deux membres ]>ouvaient être dévclojipés en 
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séries convergentes par rapport à a et que par conséquent 
les coefficients des mômes puissances de a ôtaient nôcessai- 
rement les mêmes de part et d’autre. Or, comme ils ne 
changent pas , quelque expression que l’on substitue à a , 
1 identité a toujours lieu -, et c’est pour cela qu’en lui subs- 
tituant a — I, elle existe encore. 
i6. Si dans l'équation 

r 

J— » m 


on fait m=.a{^ i -j_ j/ — i) , on obtient 

t/— oo 2a ' 


— f (cos aa’x* — y/ — I sin 2.a'x'‘)dx. 

J — Zfi 


Egalant les parties réelles entre elles, ainsique les parties 
imaginaires, il vient 


r* cos 2 a*x'dxz=^!^ , f * »’'> ^a'x^dzz= 

J — OD 2a J~a> <^/f 


ou en posant 2à‘=n, 


J' tosnx‘dx=^ J' sin nx^dx = 


■X 

7 .n 


Il est bon de remarquer que, quoique cos //x’ et sinwx’ 
soient indéterminés pour x: = oo, ces intégrales ne le sont 
pas. Il en est autrement des deux suivantes , 



cos nxdx , 



sin prdxj 


elles sont complètement indéterminées. 

1 7. Les deux intégrales que nous venons de trouver en 
font connaître de nouvelles. 
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En ciTet , si dans l'cquation 


i 3 


£ 


coax^dx 


Vi- 


on change X en X -J- a , les limites seront encoré les mê- 
mes , et l'on aura 

\ / - == r cos (.r- -j- 2«.r -f- »'•) dv 

V 2 J—çfy 

/» GO 

= Jic.oa{T' +<t') cos22.r— sin (x*-f-a’)sin a«r] dx ; 

et comme sin + a’) sinaax change de signe sans chan- 
ger de grandeur, quand x change de signe, l’intégrale de 
la seconde partie est nulle, et il reste 

\/^= I cos (x’ + «’) cos laxdx 

* 2 ^ — CD 

/’co 

= ^ (cos X* cos a’ cos 2«X - sin x’sin a’ cos 2 sx) dx , 

OU 


cos«* f cosx’cos 2itr</r — sinœ* f sin x’cos 2ctx</x=l 

»/— 00 t / — 00 *2 

Si de même on change x en x-j-« dans l’équation 


on trouvera 


cos 


a*y sin x’cos2*x<£r-f'8in*f y' cosx’cos 2!<x//x = 

De ces équations , l’on tire 

/ * » /*' 

cosr’cos i(txdx— W - (cosct’-l-sina'), 

— ro ' 2 
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/• 00 , j rjg 

J siiia:'“cos ?.ot.r^/r= ^ - (cos £t’ — sinot’). 


i8. En partant des valeurs de deux intégrales definies 
que nous avons donne'es dans le cours de première année , 
on peut parvenir à l’expression donnée par Wallis, du 
rapport de la cireonférence au diamètre. 

Ces deux formules sont 


r I 2.4.6....2^ 

J O t/j— 3 . 5 , ^ I ’ 

/•* X^dx I.3...(2A 1) "T 

J O ^ I — 2.4* ' • 2 ^' 2 

Lorsque k croît indéfiniment, elles tendent toutes les 
deux vers zéro , comme on peut s’en assurer en renversan t 
les fractions, qui deviennent évidemment infinies avec A-. 
Car la première devient ainsi 


et ce produit surpasse - -f ^ + g croît in- 


définiment avec k. II en serait de même pour la seconde. 
Mais le rapport de ces intégrales a pour limite l’unité. 

En effet, si l’on considère deux valeurs consécutives de 
k, les valeurs correspondantes de l’une quelconque des 
deux intégrales ont un rapport qui tend indéfiniment 
vers l’unité , à mesure que k augmente. Or, si l’on prend 
l’exposant de X dans l’autre intégrale, compris entre les 
deux valeurs de l’exposant de la première , il est clair que 
la valeur de la seconde intégrale sera comprise entre les 
deux consécutives de la première, et que son rapport avec 
chacune d’elles tendra vers l’unité, comme le rapport 
rpi clles ont l’une avec l’autre. 
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On peut eueurc s’eu assurer par la considération sui- 
vante, dont on trouve de fréquentes applications. 

Lorsque k est très grand , le numérateur est sensible- 
ment nul tant que x n’est pas très voisin de l’unité -, et le 
dénominateur restant alors fini, la partie de l’intégrale 
prise depuis o jusqu’à une valeur i — <x, a étant une quan- 
tité fixe aussi petite que l’on voudra, est très petite par 
rapport au reste de l’intégrale -, et le rapport de ces deux 
parties tend vers zéro en même temps que k augmente , 
a restant constant. Pour comparer les deux intégrales en 
question, lorsque ^ augmente indéfiniment , il suffit donc 
de prendre le rapport des parties de ces intégrales relatives 
aux limites i — a et i ; puis de supposer que a diminue 
de plus en plus. Or le rapport des différentielles est x , et 
par conséquent le rapport des parties que nous considé- 
rons des intégrales est une moyenne entre les valeurs ex- 
trêmes de X qui sont i — a et i. Ce rapport a donc pour_ 
limite i -, et il en est de même du rapport des intégrales 
entières, puisqu’on n’en a négligé qu’une partie infiniment 
petite par rapporta elles-mêmes. 

On a donc 

.. 7f S.3.5.5. . .(aX- — i)(aX — i)(a/f-(-i) 

2 *2. 2,4.4 -fi- fi 2X. 2X * ’ 

d’où 

• ' X 2.4-4-fi'fi-fi'fi- • ■ 

5 .g. . 

t 

Nous parlerons plus tard d’une méthode générale , qui 
consiste à ramener la détermination des intégrales définies 
à l’intégration d’équations différentielles relatives aux cons- 
tantes qui se trouvent sous le signe de l’intégration. 
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Intégration des différentielles qui renfennent 
plusieurs variables indépendantes. 


19. Nous d' avons considéré jusqu’ici que les différen- 
tielles qui ne reufernient qu’une seule variable et qui sont 
par conséquent de la forme F (x) dx -, nous allons exami- 
ner maintenant celles qui renferment plusieurs variables 
indépendantes , et nous proposer de déterminer , s’il est 
possible , la fonction de ces variables qui a pour différen- 
tielle totale l’expression donnée- 

Considérons d’abord deux variables x, r|, et soit pro- 
posé d’intégrer l’expression 

Mdx-J-Nrf;' dans laquelle Mr=çi(.i ■,jr), N = x},(x,^r). 


On observera d'abord qu’l n’existe pas toujours une 

fonction de x etj dont elle soit la différentielle. Car si 

l’on désigne par u une pareille fonction , on devra avoir 

-, , du du d^u d‘‘u - , 

M = -r- > N = T- ; et comme - tt - = — 7- > n faudra 

dx dy^ dxdjr djdx 

, . dM dN 

qu on ait ^ = 


dx 


Si donc les fonctions M , N ne satis- 


font pas à cette condition , il n’existera aucune fonction de 
X et y qui ait pour différentielle l’expression donnée. 
Mais nous allons voir que si cette condition est remplie , la 
fonction cherchée existe nécessairement; et que sa déter- 
mination se ramène toujours à des quadratures. 

On remarquera d’abord que cette fonction devant avoir 
M pour dérivée partielle , par rapport à x, doit être ren- 
fermée dans l’intégrale indéCnie de Mdx par rapport à 
X , y étant considérée comme une constante. Elle est donc- 


comprise dans l’expression / Mdx V , V étant une 

J Xy 

fonction arbitraire dey. 
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Il reste à déterminer cette fonction de manière que la 
dérivée partielle par rapport à y soit N. Or cette dérivée 
est 

J , dV /’*dN . , dV 

I —dx+ y- ou I —dx+—, 

Jx,dr dr Jx^dx djr 


ou enfin 


4 4(^o*r)+^- 


Il est donc nécessaire et suffisant que l’on ait 

dV /TT 

^ — 4 (o;o,^) = o, ou V= (x„,jr) djr + C. 


Il existe donc nécessairement une fonction de a: et dont 
l’expression donnée est la différentielle , et la valeur la 
plus générale de cette fonction u , est 

u= f (p(x,x)dx+ r 4 (.^o,j)dj + C, 

JXq J JO 

G étant une constante arbitraire. 

20 . Il n’y a pas plus de difficulté dans le cas ou le nom- 
bre des variables indépendantes est plus grand. Soit , par 
exemple , 

Mda? -|- -f. Pda , 

et 

VL = <p{x,j,z), N = 4(.r,j^, 2 ), V = x{x,jr,z). 

Il faudra d’abord que M, N, P satisfassent aux condi- 
tions indispensables , 

^ _dP 

djr dx ' dt dx ’ dz dy' 

Cela étant , la fonction cherchée sera nécessairement com- 
prise dans la formule / M4r-j-V, V étant une fonction 
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arbitraire dejr et z , qu'il faut déterminer par la condition 
que les dérivées partielles de l'expression précédente , par 
rapport ky et z , soient respectivement N et P. 

On aura donc 


„ r^dM., , d\ rd!S, ,dW d\ 

„ r^dK, dV (’^dP , dV \ , dV 


11 est donc nécessaire et suffisant que la fonction V satis- 
fasse aux deux conditions 


— '4' (^»> ^) > — X (^o) y 1 ^ J 

ce qui rentre dans la question précédente. On aura donc 

V= P 4 (x„ y, 2 )dj- + f X j’o, z) dz + C. 

Jza 

La fonction dont la différentielle est l'expression donnée 
existe donc lorsque les trois conditions ci-dessus ont lieu -, 
et si on la désigne par u , on aura 

u= f <fixjr,z)dx+ r 4(x„,y,z)djr+ f ;e(Wo.*)<^*+C, 
%/ xq V J fo 

c étant une constante arbitraire. 

Il est facile de voir que le cas de m variables, se ramène 
de la même manière au cas de m — i , pourvu que les coef. 
ficients satisfassent aux conditions qui expriment que les 
coefficients difiérentiels du second ordre de la fonction 
cherchée , pris de toutes les manières possibles par rap- 
port à deux variables différentes , sont indépendants de 
l'ordre des différentiations. Donc le problème est tou- 
jours possible lorsque ces conditions sont remplies, et il 
<eSt toujours ramené à de simples quadratures. 
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Sur les intégrales des équations différentielles 
d’ordre quelconque. 

1 1 . Intégrer une équation eUlTérentielle , c’est trouver 
toutes les valeurs de^ en fonction de x qui y satisfont -, ou 
en d’autres termes , c’est trouver une équation entre x et y 
qui soit une conséquence de la proposée , et réciproque- 
ment dont celle-ci soit une conséquence. 

Sous le point de vue géométrique , c’est trouver toutes 
les courbes dont les coordonnées et les rapports différen- 
tiels des divers ordres satisfont à cette équation. 

Considérons l’équation générale de l’ordre /ra, c’est-à- 
dire celle où m est l’indice de la dérivée de l’ordre le plus 
élevé qui y entre , quelles que soient d’ailleurs les puis- 
sances dont ces dérivées soient affectées. Soit cette équation 


(>) 


F 



’rfr’ 


dx^’' 



cl"*y , fi y y 

Elle détermine -r^ en fonption de a: , y , , . . . -j—— » et 

dx^ ’ dx dx“'~‘ 

si on la différentie successivement, les rapports différentiels 

y d"'’^’r 

• ; -- r , -ï — etc. seront déterminées en fonction des 
dx*^' ' dx°''*'^ 

mêmes quantités. 

Toute fonction de x peut , en général , être développée 
en série , au moyen des théorèmes de Taylor, de Maclau- 
rin, ou de Bernoulli. Le premier est moins sujet aux excep- 
tions parce qu’on peut choisir la valeur de x qui entre 
dans les coefficients , de telle sorte qu’aucun d’eux ne de- 
vienne infini. Dans ce cas , la série sera nécessairement 
convergente , pour toutes les valeurs de x comprises entre 
certaines limites déterminées , et quelquefois même pour 
toute valeur de x. 

a . . 
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Soit donc y la valeur la plus générale qui satisfasse à 
l’équation (i). Si on la suppose développable d’après la 
formule de Maclaurin, on aura 




et si l'on remplace tous les coefficients à partir de celui 
de x"* , par leurs valeurs en fonction des précédents , dé- 
terminées comme nous l’avons dit , la fonction cherchée 
sera nécessairement comprise dans celles que représente ce 
développement , puisque l’on n’aura exprimé que des 
conditions auxquelles elle doit satisfaire. Et réciproque- 
ment la fonction ainsi déterminée satisfait nécessairement 
à l’équation différentielle -, car si l'on différentie m fois les 
deux membres de l’équation (i), on obtient précisément 
le développement de l’équation (i) résolue par rapport à 
d"'r 
d^' 

L’équation (2) donnerait donc la solution complète de 
la question , si toutes les valeurs de^ étaient développa- 
bles suivant cette forme. Mais, dans tous les cas, il ne 
peut manquer que celles pour lesquelles certains coeffi- 
cients différentiels deviendraient infinis pour x~o. 

22. Si l’on avait développé, d’après le tliéorème de 
Taylor, suivant les puissances de x — on aurait eu 
comme conséquence de l’équation (i) 


( 3 ) 


~^\dx'"~^ /„i.2...(m — i) 


+ ... 


et réciproquement (1) se déduirait de celle-ci par m diffé- 
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» 


rentiations successives. La valeur arbitraire x, pourrait bien 
être choisie de manière à ce qu’aucun coefficient de la série 
ne devînt infini, si ces coefficients ne dépendaient que de -, 
niais comme ils renferment encore la valeur correspondante 
dejy et de ses dérivées, il pourra arriver qu’une certaine 
fonction y=p (a:) satisfasse à l’équation différentielle et en 
même temps rende infinis certains coefficients du dévelop'- 
pement, quel que soit Ainsi la formule (3), quoique 
moins sujette à exception que la formule ( 2 ) peut cepen- 
dant ne pas renfermer toutes les fonctions qui satisfont à 
l’équation (i)- inutile de dire que ces deux formules 
coïncident lorsque toutes les solutions sont développables 
au moyen de l’une et de l’autre , puisqu’elles représentent 
alors identiquement les mêmes fonctions. Dans les limites 
où elles sont suffisamment convergentes, elles peuvent 
servir à donner , par approximation , la valeur de la fonc- 
tion cherchée. Nous donnerons le nom d'intégrale géné- 
rale de l’équation ( 1 ), à l’équation (3) dont l’équation ( 2 ) 
n’est qu’un cas particulier correspondant à j:„ = o. 

L’équation (3) satisfaisant à l’équation proposée quelles 
que soient les valeurs des m premiers coefficients 

‘ ’ • puisqu’ils disparaissent au moyen 

des m différentiations qui conduisent de l’équation (3) 
à la proposée , nous en conclurons que F intégrale géné- 
rale d' une équation différentielle de l'ordre m ren- 
ferme nécessairement m constantes arbitraires qui sont 
les valeui’s de la fonction et de ses.m — i premières déri- 
vées correspondantes à une valeur de x prise à volonté. 

23. Il est facile de démontrer réciproquement que toute 
équation entre x et j qui satisfera à l’équation différen- 
tielle, et renfermera m constantes arbitraires est identique 
avec l’intégrale générale représentée par le développe- 
ment (3). En effet si l’on conçoit qu’on développe suivant 


4 
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les puissance^ de x, la valeur dej' donnée par cette équa- 
tion , les m premiers coefficients renfermeront x, et les m 
constantes arbitraires et pourront prendre toutes les valeurs 
possibles , en choisissant convenablement ces constantes , 
quelle que soit d’ailleurs la valeur qu’on prenne pour x, ; 
ils peuvent donc être regardés comme entièrement arbi- 
traires -, et comme les suivants en dépendent d’après l’é- 
quation (i), le développement ne différera pas de celui 
que donne l'équation (3). D’où résulte cette importante 
proposition, que toute équation entre xety qui satisfait 
à une équation différentielle de F ordre m, en est F in- 
tégrale générale lorsqu’elle renferme m constantes arbi- 
traires, au moyen desquelles il soit possible de donner des 
valeurs arbitraires à la fonctiou et à ses m-— i premières 
dérivées, pour une certaine valeur de x. 

a4> La dernière condition exprimée dans cette proposi- 
tion est indispensable parce qu’une équation peut renfer- 
mer m constantes , susceptibles d’étre réduites à un moindre 
nombre par des transformations. Ainsi lorsqu'on voudra 
s’assurer si cette équation constitue l’intégrale générale, il 
faudra la différentier m — i fois , et chercher si l’on peut 
donner aux m constantes des valeurs telles , que pour une 
valeur donnée de x on en puisse tirer des valeurs arbitraires 
de y et de ses m—i premières dérivées. Et pour cela il 
suffira de reconnaitre si les m équations peuvent être réso- 
lues par rapport aux m constantes, sans qu’il en résulte 
aucune absurdité : car alors pour une valeur quelconque 
de X, on pourra choisir arbitrairement^ et ses m — i pre- 
mières dérivées. 

Si par exemple on avait trouvé qu’une équation du se- 
cond ordre est satisfaite par la valeur 

t, C' étant des constantes ai biliaires ; on en tirerait 
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dx 

et, quelque valeur finie que l’on donne à x, ces deux 
équations donnent des valeurs finies pour C et C', si l’on 
n’a pas a= a' . D’où il suit que , si a' est différent de a, la 
, valeur trouvée de^ est l’intégrale générale. 

Si l’on avait obtenu une solution de cette forme 

I 

jrz=C8max + C' cos ax , 

on en déduirait 


— = aCcos a.T — aC' sin ax ; 
dx 

d’où l’on tirerait toujours des valeurs finies pour C et C', 
pourvu que a ne fût pas nul -, la valeur de j- serait donc en- 
core l’intégrale générale. 

Il en sera de même pour une expression de la forme 
J- = C sin (a: a) -f- C' sin (x -f- a') , 

si on la différentie, et qu’on prenne, pour plus de simpli- 
cité , x, =3 O , on trouve 

•= G sin a -j- G' sin a', 

= C cosa G' cos a' . 


et l’on tirera de là des valeurs finies pour C et si 1 on 
n’a pas 

sin a cos a' — sin a' cos a = o , 


ou 


a' =xa±.nx\ 


n étant un nombre entier. La valeur de jr sera donc l’in- 
tégrale générale , excepté dans ce cas particulier. 

Mais si l’on trouvait pour solution d’une équation du 
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= C sin (a: + a) + (7 sin (x + a') + C" cin {x + a"), 
En différenliant deux fois, puis faisant ar=o, on aurait 
^0 :l= C sin a + C' siua' -|-C"8ina‘', 

= Ccos a + C' cos d -|- C* cos a* , 

— ~ ^ **** a + C' sin a' + C' sin a". 


Or la première et la troisième de ces dernières équations 

étant incompatibles , si on laisse^, et indépendants 

l’un de l’autre , on voit qu’il est impossible de déterminer 
les trois constantes de manière que et ses deux premières 
dérivées aient des valeurs quelconques pour x = o -, donc 
la valeur dey n’est pas l’intégrale générale. Et il est facile 
de voir dans cet exemple que les constantes pouvaient être 
réduites à deux. Car en développant les sinus , on trouve 

y =(C cos a -f- C' cos d C* cos a") sin a: 

+ (Csina -f- C'sina'-}- C'sina*)cosar, 


et la valeur de y ne renferme réellement que deux cons- 
tantes arbitraires, qui sont les coefficients de sino: et cosx. 

a5. Lorsque dans l’intégrale générale d’une équation on 
donne des valeurs particulières à une ou plusieurs des 
constantes arbitraires qu’elle renferme, cette solution se 
nomme une intégrale particulière. 

Lorsqu’on satisfait à une équation différentielle au 
moyen d’une équation qui n’est pas renfermée dans l’inté- 
grale générale, on a ce que l’on appelle une solution sin- 
gulière, ou une intégrale singulière. 

Il faut alors, comme nous l’avons déjà remarqué, que 
des coefficients du développement (3) deviennent infinis 
quel que soit x„, etpar conséquent lorsqu’on le remplace par 
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la variable x. D’où il résulte que la valeur qui 

constitue une solution singulière d’une équation difieren- 
tielle de l’ordre m doit satisfaire en même temjw à cette 
équation et à une autre équation différentielle , d’un ordre 
inférieur, dans laquelle il n’entre aucune constante ar- 
bitraire. 

Si par exemple l’équation proposée est du premier ordre, 
les solutions singulières ne pourront être données que par 
des équations entre x et y sans constante arbitraire -, et par 
conséquent une solution renfermant une constante arbi- 
traire ne pourra être que l’intégrale générale. 

Mais si l’équation proposée était d’un ordre supérieur au 
premier, la solution singiJière serait en général une équa- 
tion différentielle, d’un ordre inférieur d’une unité, qui 
donnerait une intégrale renfermant des constantes arbi- 
traires. On voit donc que les solutions singulières des équa- 
tions différentielles de l’ordre m peuvent être données par 
des équations entre x, y et m — i constantes au plus. On 
ne peut donc toujours conclure de la présence de cons- 
tantes arbitraires, qu’une solution est une intégrale parti- 
culière et non une solation singulière. 

Des équations différentielles d'une équation à deux 
variables. 

\ 

2G. Si l’on considère une équation à deux variables 
F (x, J') = O et qu’on en déduise d’une manière quelconque 
une antre qui renferme X, et des dérivées de y par rap- 
porta X, cette dernière est ce qu’on appelle une équation 
différentielle de la première. Elle est une conséquence de 
cette équation , mais celle-ci n’en est pas toujours une 
conséquence nécessaire. Ainsi, nous avons vu qu’une fonc- 
tion de X n’a qu’une dérivée -, tandis qu’une dérivée peut 


r J- ; ' Googlt- 


COUHS D ANALYSE. 


a6 

correspondre à une infinité d'intégrales , qui différent par 
la valeur d’une constante. 

Si entre l’équation primitive et celle qne l’on obtient en 
différentiant une fois ses deux membres , on élimine une 
constante a , on aura une certaine équation différentielle 
du premier ordre de la proposée. Et généralement , si l’on 
différentie m fois la proposée , on pourra éliminer m quel- 
conques des constantes qui y entrent, et l’on obtiendra ainsi 
une équation différentielle de l’ordre m de l'équation pri- 
mitive , qui renfermera m constantes de moins quelle. On 
aurait une équation difi'érente , du même ordre , si l’on 
éliminait entre les mêmes équations m autres constantes. 

On doit même observer que toute équation différentielle 
peut être considérée comme obtenue de cette manière. Car 
nous avons démontré que , si elle est de l’ordre m , son in- 
tégrale générale renferme m constantes arbitraires qui ne 
sont pas dans l'équation différentielle. Donc celle-ci n’a pu 
être déduite de l’autre qu’en éliminant ces constantes 
entre elle et celles que l’on en aura tiré au moyen de m 
différentiations successives. 

Mais ces différentiations peuvent être faites de bien des 
manières différentes : 

Si par exemple on ne veut éliminer qu’une constante , on 
pourra différentier l’équation après l’avoir mise préalable- 
ment sous telle forme que l’on voudra -, on aura ainsi di- 
verses équations du premier ordre , et on éliminera la cons- 
tante entre l’une quelconque d’entre elles et l’équation 
proposée. 

Si l’on veut éliminer deux constantes, on ponrra diffé- 
rentier deux fois de suite l'équation mise sons une forme 
arbitraire, on aura ainsi trois équations renfermant les 
deux quantités à éliminer. Ou bien encore on éliminera 
d’abord l’une d’elles enti-e l’équation proposée et celle 
du premier ordre qu’on en déduira^ puis, traitant de 
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même l’équation ainsi obtenue on en éliminera la seconde 
constante. 

Les combinaisons seraient plus mnltipliées encore s’il 
s’agissait d’éliminer un plus grand nombre de constantes. 
Ornons allons démontrer que de quelque manière que cette 
élimination ait été faite, on obtient toujours la même équa- 
tion entre a:, y, etc., et les constantes non éliminées. 

Supposons en effet , s’il est possible , que l’on parvienne 
ainsi à deux équations differentes , en éliminant les mêmes 
constantes en nombre m -, et soient ces deux équations , 

résolues par rapport à , 


d"'r 
dx” 
d"'y _ 
dx' 


=/(. 


r . 

dx^' 


d^~'jr\ 

■ dx”-')' 


JlH— I 

dx”~ 


D'après ce qui a été démontré, si l’on déduit de l’une ou 
de l’autre, une équation entre x, y et m constantes arbi- 
traires , on obtiendra l’équation même d’où elles ont été 
tirées, et par conséquent on aura des résultats identiques. 
Si on les ordonne par rapport aux puissances de x — x,, 
les coefficients des différentes puissances seront donc res- 
pectivement égaux , en supposant toutefois que les cons- 


tantes > • • • correspondantes à la même 


/d"'-'y 


valeur x^ soient les mêmes de part et d'autre? 

Or les développements auront respectivement pour coef- 


Geients de deux expressions 


fd"'-'r\ ~\ 

Ux**- A J’ 


(ÎS).]- 
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n faut doue que, quel que soit x, , ces deux fonctions soient 
égales , pour toutes les valeurs données arbitrairement, aux 




et aux constantes non 


éliminées , qui sont les mêmes de part et d’autre -, par con- 
séquent toutes ces diverses quantités doivent y entrer d’une 
manière identique. Mais elles y entrent de la même ma- 

• 1 dr d"'~‘r , 

mere quex, constantes non eh- 


minées entrent dans les deux expressions de donc ces 
deux expressions sont identiques, et les deux équations 
différentielles, résolues ou non par rapport à , le sont 


par conséquent^ d’où se réduit cette importante propo- 
sition. 


De quelque manière que T on parvienne à une équa- 
tion différentielle de V ordre m, en partant d’une même 
équation entre x et y, et éliminant les mêmes constantes 
en nombre m, on ne peut obtenir qu'une seule et même 
équation . 

uy. Cette proposition donne lieu à quelques remarques 
utiles. 

En effet , parmi toutes les manières d’opérer ce calcul , 
choisissons en particulier la suivante : 

Éliminons d’abord l’une des constantes entre l’équation 
proposée et sa première dérivée. Éliminons de même une se- 
conde constante entre l’équation obtenue et sa dérivée ; puis 
une troisième constante entre la nouvelle équation ainsi obte- 
nue et sa dérivée , et ainsi de suite jusqu’à ce que les m cons- 
tantes désignées aient disparu. Nous aurons ainsi l’équation 
cherchée du m"'"' ordre; et, par les raisons déjà données, 
cette équation , et même toutes les intermédiaires , seront 
identiques à celles que l’on obtiendrait par d’autres procé- 
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dc‘s, en éliminant les mêmes constantes. Mais l’ordre dans 
lequel on élimine les m constantes détermine les équations 
intermédiaires -, et autant on peut faire de combinaisons 
n à n avec m lettres ^ autant on pourra obtenir d’équations 
différentes de l’ordre n , dont chacune ne pourra d’ailleurs 
avoir qu’une seule forme. On tire de là cette conséquence 
importante ; 

Toute équation différentielle de Tordre m peut être 
déduite de m équations différentes de Tordre m — 
qui renferment chacune une constante arbitraire; de 

m(m — i) , . J „ , ^ 

— J— ^ — équations de l ordre m — 7., qui en renfer- 
ment deux; et généralement de — ^ 

de Tordre n, renfermant m — n constantes arbitraires . 

a8. D'après cela , si l’on a à intégrer une équation de 
l’ordre m , on pourra chercher ses m intégrales premières. 
Si l’on parvient à les déterminer, ou aura m équations 

entre x , y, , renfermant chacune une cons- 

tante arbitraire -, et par conséquent , en éliminant les m — i 
dérivées de x , on obtiendra une équation entre x,y et m 
constantes arbitraires : on aura donc l’intégrale générale de 
l’équation proposée. 

29. Il est quelquefois plus facile de trouver les inté- 
grales premières de l’équation de l’ordre m-j-i que l’on 
obtient en dilférentiant la proposée. Mais alors l’intégrale 
générale de cette dernière sera celle de la première , à l'un 
des membres de laquelle on aurait ajouté une constante ar- 
bitraire -, et si l’on connaissait l’intégrale de l’équation de 
l’ordre m on aurait celle de la proposée en faisant 

cette constante nulle. En conséquence on cherchera les 
m -j- 1 intégrales premières , on en éliminera les m déri- 
vées de y, puis on supposera nulle la constante en question. 
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Mais l’une des intégrales premières n’est autre chose que la 
proposée augmentée de cette constante ; donc si l’on peut 
obtenir m intégrales premières de l’équation de l’ordre 
qui ne renferment pas la proposée, il suffira d’éli- 
miner, entre celle-ci et les m intégrales, les m dérivées àejr 
et on aura l’intégrale générale demandée. SL l'on peut trou- 
ver l’intégrale générale de l’équation de l’ordre par 

un moyen quelconque , elles renfermera m-\- i constantes 
arbitraires-, mais ces constantes seront liées entre elles par 
une équation que l'on obtiendra en substituant la valeur 
trouvée de y dans l’équation proposée-, de sorte que l’on 
aura seulement m constantes arbitraires , comme cela doit 
être. 

Autre moyen de déterminer les intégrales des 
équations différentielles. 

3o. Au lieu défaire servir l’équation différentielle à la 
détermination des coefficients du développement de l’inté- 
grale, on peut l’employer à calculer, avec autant d’ap- 
proximation que l’on voudra , les accroissements successils 
de la valeur de^, et par suite cette valeur elle-même. On 
n’aura pas ainsi l’expression dey au moyen de x , mais au- 
tant de valeurs particulières que l’on voudra. En d’autres 
termes , on connaîtra autant de points qu’on voudra de la 
courbe représentée par l’équation que l’on cherche. 

Conâdérons d’abord l’équation du premier ordre que 
l’on peut toujours supposer mise sous la forme ' 

dy = F{x,y) dx. 

Si l’on se donne à volonté la valeur y, correspon- 
dante à un X arbitraire .r. , l’équation donnera l’accroisse- 
ment que prend y quand x devient x, -J- a-, sa valeur sera 
dy^ =F(x. , y„yx,eii négligeant toutefois les quantités du 
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second ordre par rapport à «. Désignant par ar', y', ces deux 
nouvelles valeurs de x et j', l’accroissement de y* relatif à 
un accroissement <x de x' , aura pour valeur 

= F(x',y)a 

en négligeant encore les quantités du second ordre par 
rapport à a , ainsi que l’erreur encore plus petite provenant 
de la valeur de;^ dans laquelle on a négligé une quantité du 
second ordre. En continuant ainsi, et négligeant toujours 
les quantités du second ordre par rapport à ce , on aura 
autant de valeurs que l’on voudra de y, ou autant de points 
qu’on voudra de la courbe qui satisfait à l’équation diffé- 
rentielle , et passe par le point arbitraire dont les coordon- 
nées sont On voit par là qu’une équation du pre- 

mier ordre a une infinité d’intégrales qui ne diffèrent les 
unes des autres que par la valeur d’une constante , qui est 
Vjr correspondant à une valeur de x choisie arbitraire- 
ment. L’expression générale de j, résultant des calculs 
précédents est 

, J-o)» + F{ Xo + « , J-o 4- , ro)« } <* + etc. , 

le nombre des termes à prendre dépendant de la valeur de x 
que l’on considère -, et l’on aurait sans erreur la valeur de y 
en fonction de x, si l’on pouvait trouver la limite vers la- 
quelle tend la somme de « i termes de cette suite , en 
supposant «« = x — x„ , et « décroissant indéfiniment. 

3i. Il est' à remarquer que cette manière de déter- 
miner les diverses intégrales de l’équation différentielle,, 
s’applique à toutes les solutions -, les intégrales parti- 
culières et les intégrales singulières s’y trouvent égale- 
ment comprises -, ce qui n’a pas lieu dans les autres mé- 
thodes. 

On procéderait d’une manière semblable si l’on avait à 
intégrer une équation du second ordre, dont la forme 
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peut toujours être supposée réduite à celle-ci 




_ 
dx' 




dxr 


OU 




Ou se donnerait arbitrairement les valeurs y, 



cor- 


respondantes à x„ et l'équation ferait connaître l’accroisse- 
ment de relatif à l’accroissement a de x; on aurait ainsi 


(^Y ^ , , , 

la valeur de ^ correspondante à x„ -j- « ; d’ailleurs l’ac- 
croissement de^ serait connu, puisqu’on donne . On con- 


naîtrait donc , pour la valeur x, -f- « , les valeurs corres- 

pondantes de^et^-, et l’on répéterait indéCniment cette 

opération. On voit par là qu’il y a deux constantes arbi- 
traires dans l’intégrale d'une équation du second ordre. Le 
procédé que nous venons de suivre ne fait connaître que 
par approximation les valeurs des intégrales. On ne les 
connaîtrait exactement qu’en déterminant la limite de la 
série quand a tend vers zéro, et qu’on pose comme dans 
le cas précédent ncc = x — x„. 

Les mêmes considérations s’appliquent évidemment aux 
équations de tous les ordres. 


Intégrales singulières des équations du premier ' 
ordre, déduites de l’intégrale générale. 


3a. Soit (i)... F(x,/, a) = o l’intégrale générale 
d’une équation différentielle du premier ordre , a étant la 
constante arbitraire , qui , éliminée entre l’équation (i)et sa 
dérivée 


(a) 


dx djr dx 
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conduit à l’équation difTérenUelle proposée. Il s’agit de 
savoir si cette dernière peut admettre des solutions qui ne 
soient pas renfermées dans l’intégrale grénéale. 

Or toute équation entre x t\.j peut se mettre sous la 
forme 


(3) F(x,j^,9)=io, 


ç étant une certaine fonction de x etjr, et F désignant la 
même fonction que dans l’équation (i) où l’on a remplacé 
la constante a par la fonction f. En effet, si l'on égale 
F(x fj'jf) à une fonction quelconque , on tirera pour f 
une valeur qui rendra cette équation identique. On peut 
donc supposer que l’équation (3) représente une solution 
quelconque de l’équation proposée j et il reste à voir ce que 
doit être pour cela la fonction (p. 

En différentiant l’équation (3) on trouve 


( 4 ) 


dF dF d^ dF d^ 

dr dy dx d(f‘ dx 


équation dans laquelle on peut remettre la valeur f tirée 
de (3), ce qui produit le même effet dans les deux premiers 
termes de (4) que si l’on tirait a de (i) pour le reporter 

dans (t,). Donc, pour l'identité des valeurs ü est 

nécessaire et suffisant que la substitution de f rende 


( 5 ) 


dF dp 
dp ’ dx 

■~dF~ 


= 0 , 


àj 

ce qui peut avoir lieu de plusieurs manières. 

1 °. Si ^ = 0, 9 n’est autre chose qu’une constante, et 
l’équation (3) coïncide avec l’intégrale générale \ 

3 ' 


« 
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dF 
d<p 


2 *. Si l’on égale à zéro après la substitution de la 


dy 

valeur de ç tirée de (3), on a le même résultat que si 

^ 

l’on déterminait o par l’équation ^=o, etqii on reportât 


djr 

sa valeur dans (3). 

D’où l’on conclut que quand on a l’intégrale générale 
d’une équation diflérentielle du premier ordre, on aura 
toutes les intégrales singulières en éliminant la constante 
entre L’équation intégrale et sa dérivée partielle par rapport 
à la constante , égalée à zéro , ou sa dérivée partielle par 
rapport à y, égalée à l’infini. Néanmoins il faudra s’assurer 
si chacune de ces hypothèses annule réellement le pre- 


mier membre de 


l’équation (5) et ne le réduit pas 


, O 

a 

O 


Il sera encore nécessaire de s’assurer si les solutions ainsi 
obtenues sont renfermées dans l’intégrale générale. Dans 
ce cas particulier on aura une intégrale particulière au lieu 
d’une intégrale singulière. 

33. Sous quelque forme qu’on mette l’équation (i), l’ap- 
plication des règles précédentes doit nécessairement con- 
duire aux mêmes solutions -, et c’est ce que l’on peut vériber 


dF 

en observant que le rapport des deux dérivées partielles 


jr» 

sera toujours le même, en ayantégard à F = o, quoi- 

. , 

que chacune de ces deux dérivées change quand on trans- 
forme l’équation F=o. En efl'et, si l’on a une équation 
Z , u)= 0 , le rapport des deux dérivées partielles 
du premier membre par rapport à deux des variables ii 
et Z par exemple, exprime toujours, au signe près , la dé - 
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rivce de l’une des variables « et z par rapport à l’autre ; 
et par consciquent il ne dépend pas de la forme sous la- 
quelle on présente l’équation qui les lie. 

Ainsi, lorsqu’une transformation de l’équation (i), fera 

. dP 

perdre des solutions à l’équation ^- = o , elle les fera ac- 


quérir à l’équation dp = o. 

Il est possible d’obtenir la solution singulière en partant 
de l’équation différentielle donnée, et sans connaître l’in- 
tégrale générale. Mais cette question ne faisant pas partie 
du programme de ce cours , nous n’en dirons rien , non 
plus que des Intégrales singulières des équations dilféren- 
tielles d’ordre supérieur. w 

34- L’intégrale singulière a une liaison géométrique très 
remarquable avec l’intégrale générale. En effet , en élimi- 
'nant a entre l’équation (i) et sa dérivée partitdle par rap- 
port à a , on a l’équation du lieu des intersections succes- 
sives des courbes représentées par l’équation (i), dans 
laquelle on fait varier a d’uue manière continue. Donc 
l’intégrale singulière représente la courbe enveloppe des in- 
tégrales particulières. 

35. Si l’on construit, d’après l’équation difl’érentielle , 
le lieu géométrique d’une quelconque de ses intégrales, 
comme nous l’avons indiqué précédemment , et que l’on 
choisisse pour l’ordonnée celle de la courbe enveloppe , 

correspondante à l’abcisse , l’équation devra fournir * 

denx valeurs générales de correspondantes l’une à 

l’enveloppe, l’autre à l’enveloppée, et qui seront égales , 
])Our le point commun à ces deux courbes. Pour tout au- 
tre point de départ, on construirait les diverses envelop- 
pées qui s’y rencontrent. Il y a toutefois une exception re- 

3... 
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marquable à cette proposition ; elle a lieu lorsque l’enve- 
loppe, qui représente l'intégrale singulière, est une ligne 
droite. 

En effet, si l’on part d’un point de cette droite, deux 
fi Y ■ 

valeurs de ^ sont égales, en ce point, et par conséquent 

les deux valeurs correspondantes de dy que l'équation fera 
connaître seront les mêmes , comme cela a lieu en général ; 
mais dans le cas actuel une de ces valeurs sera rigoureuse- 
ment exacte-, et ce sera celle qui correspond à la ligne 
droite dont l’équation du premier degré donne , sans rien 
négliger, dy=:pdx , tandis que dans tout autre cas on né- 
glige une quantité infiniment petite par rapport à dj. Il 
suit de là que le point voisin du point de départ appartient 
rigoureusement à ^enveloppe, et qu’on se trouve par con- 
séquent dans le même cas que pour le premier. On voit 
donc que dans ce cas l'équation différentielle donnera Fin • 
tégrale singulière seulement, et aucune des intégrales par- 
ticulières. Et il est clair que c'est le seul cas où cela arrive j 
car si le second point n’était pas rigoureusement sur l’en- 
veloppe , l’équation ne donnerait pas deux valeurs rigou- 

rcusement égales pour ^ , quand on y substituerait les 

coordonnées de ce point -, donc , à la valeur suivante de x, 
on trouverait deux points au lieu d’un , et les deux lignes 
existeraient nécessairement. 

Intégration des équations différentielles du premier 

ordre. 

36. L’équation la plus générale du premier ordre , et 
dans laquelle le rapport différentiel ^ ne passe pas le pre- 
mier degré , peut se mettre sous la fonne 
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Q</>+P<ic = 0 OU +P=o- 

dx 


h 


P et Q ëtant deux fonctions quelconques de x et y. On 
pourra toujours y appliquer le procédd général qui consiste 
à développer y au moyen du théorème de Taylor ou de 
Maclaurin. Il arrive quelquefois que la série peut être som- 
mée quelquefois aussi elle a une forme tellement compli- 
quée , qu’on ne peut pas parvénir à la réduire à une forme 
Unie. Voici quelques exemples dans lesquels ce procédé 
s’applique sans difficulté. 

Soit 

^ 4 - ajr+bx^=o. 

En la différentiant indéfiniment , on trouve 
g:4„g+3s=^=„, 


</'-***r d^*'Y 

O. 

Si l’on fait x=o dans tontes ces équations, il vient 
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J 


/ a’a:* \ 

=To ( I — ax + 5 + . . . J 

\ 1.2 1.2.3 J 


X* nx‘‘ , a^x'‘ \ 

— ÙOI — ^ . . ), elc. , 

\ i . 2 . 3.4 1 . 2 . ..5 I ...6 / 

„ 6b/ a'x^ a^x^ \ 

,^a,-— + —3), 


ou , en observant que — — peut être remplacé par une 
constante arbitraire c 


jr 



a'x" 

^ 

I . 2 


a’a^ \ 
1.2, 3/ 


L'intégrale générale étant connue, on obtiendrait ies 
intégrales singulières par la méthode que nous avons expo- 
sée précédemment. U est facile de voir qu’il n’en existe 
pas dans le cas actuel. 

37. Soit encore X ^ O , m étant entier 
et positif. 

On obtient par la différentiation 
dr 

X -y— -h 2 -f- max"'~'=z O , 

xdx' dx t ■ 

X 3 -f-m (W 2 — i)ax'""’=o, 

dx’ dx‘ 


X - — -f- (w -f- n) - — -- O. 

dx"'-’-" dx'”-*"'-' 

H étant plus grand que i . 

Si l’on fait x=o, et tous les coefficients diffcrcnliels 
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deviennent nuis si l'on suppose qu’il ne soient pas inânis , 




excepté dont la valeur devient — 


m(m — 1). . .2. 1 .<1 
m -f- 1 


ax”' 

on trouve donc y— . 

•' ni 4-1 

Cette intégrale n'a pas de constante arbitraire et n’est 
pas, par conséquent, l’intégrale générale. Celle-ci n’est 
donc pas développable suivant les puissances entières et 
positives de x. Et , en effet , si l’on intègre par les métho- 
des que nous ferons connaître tout-à-l’heure , on trouvera 
pour l’intégrale générale 


_ C ax"' 

^ X m-hi' 

La solution que nous avons trouvée est donc une inté- 
grale particulière, correspondante à 6‘= o. 

Il est facile de voir qu’il n’y a pas d’intégrale singu- 
lière. 


Des facteurs propres à rendre immédiatement inté- 
grable le premier membre de l’équation. Intégra- 
tion de l’équation linéaire. 

38. Si le premier membre de l’équation Qr/y-|-P</-r‘3=o 
était la différentielle d’une fonction de x etjy , il serait né- 
cessaire et suffisant que cette fonction fût égale à une cons- 
tante pour que l’équation proposée fût satisfaite. La con- 
dition , pour que cette circonstance ait lieu , est comme 

nous l’avons — ^.•Si elle n’a pas lieu, et qu’en 

multipliant le premier membre de l’équation par une fonc- 
tion V , il devienne la différentielle d’une fonction u , cette 

é<]uatlou sera équivalente à - =0 , et sera satisfaite, 
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soit en faisant du = o, d'où u = c, ce qui sera l'intëgrale 
gdnërale, c ëtant la constante arbitraire : soit en posant 

^ = 0 , ce qui donnera une solution singulière , si elle ne 

rentre pas dans la précédente. 

Ainsi, par exemple, l'équation 

F (*)/Cr) <r + P W 4 ij) dx = o 

peut se mettre sous la forme 


et l’on y satisfait en posant , soit F (x) =o , soit t|/ ( j)=o, 
soit en&n 

et le premier membre est une différentielle exacte, puisque 
les variables sont séparées. 

39. On peut démontrer qu’il existe toujours unfacteurqui 
rend Qe^-f-Pc?x différentielle exacte. £ln effet , il est dé- 
montré que l’équation proposée a uue intégrale renfer- 
mant une constante arbitraire c, et que nous représenterous 
par F {x,y, c) = o ; et l’équation différentielle a été obte- 
nue nécessairement en éliminant centre cette dernière, 
et celle que l’on a obtenue en la différentiant , après l’avoir 
transformée préalablement d’une manière quelconque si on 
l’a jugé convenable. Or , quelque forme qu’on lui ait don- 
née , nous avons démontre précédemment , qu’après l’éli- 
mination de c , l'équation à laquelle on sera parvenu don- 

dy 

nera identiquement en x et y la même valeur pour 

Cela posé, concevons l’équation F (x, y, c)=;o mise 
sous la forme (p(x,y)=c, d’où = o ^ la 
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dr 

valeur de ^ tirëe de celte équation, et celle que donne 

l’équation proposée devant être égales, quels que soient 
j: et^ , on aura identiquement 


d<p 

dx 

d^ 

djr 


P 

Q' 


dY • 1 * 

Ajoutant de part et d’autre ^ et multipliant , on 

aura cette nouvelle identité 

‘ d<p , da dr fdy . f \ dp 

'^\dÿ-di 


Le premier membre étant la dérivée totale d’une fonc- 
tion ip de a: etj, il en est de même du second -, et par con- 
séquent en multipliant la proposée par q. son premier 
membre devient une différentielle exacte. On voit de plus 
comment le facteur ^' = q ^ est lié au premier membre 


de l’intégrale mise sous la forme <p = c. 

4o. L’existence du facteur étant démontrée , il faut 
chercher comment il est possible de le découvrir. 

Il est facile de former l’équation qui doit le déterminer, 
car on doit avoir l’identité 



Si V renferme à la fois x et y, cette équation est aux 
différentielles partielles, et plus difficile à intégrer que la 
proposée. II faut donc renoncer en général à la détermi- 
nation de ce facteur. , 

Mais si V ne doit renfermer qu’une variable , x par exem- 


« 
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pie , il est facile d’en déterminer la valeur. En effet , 

^ étant nul , l’équation précédente devient 

dv __ /dP iKi\ 

^dx \dy dx)' 


ou 


t dv I /dP dQ\ 

vdx Q dx) ' 


il est donc nécessaire que les coefficients donnés P et Q 

soient tels que l’expression — ^^soit indépendante 
de J. 

Loi'sque cette condition sera remplie on aura , en dési- 
gnant par iji [x) l’expression précédente , 

I dv 

= <p (X) , 


V dx 


d’où 


f:. '<■ 


[x) dx 


le coeflScient c étant arbitraire , et disparaissant d’ailleurs 
de lui-même. 

En intégrant , par les procédés ordinaires des différen- 
tielles des fonctions de deux variables indépendantes , on 
trouve 

n r 

f Pe dx + f q„dj = C. 

Jx„ Jxo 

La discussion serait la même pour les facteurs indépen-^ 
dants de a'. 

4i. Le calcul serait plus simple si l’équation était mise 

dP 

sous la forme dy — Il faudrait alors que -jy 

fût indépendant dc^' -, ce qui donnerait P=Xj-f-X.,X 
et X, désignant des fonctions quelconques de x. L’équation 
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doit donc être de la forme 


t’ 


djr -f (Xr + X,)dx = O. 

r\d.r 

En multipliant par le facteur qui devient e , on a 
e -f- Xye-^'^dx + dx = o, 

d’où 

+ fX.dx/^^^r^ C, 

G désignant une constante arbitraire. On tire de là 

^ e-^^‘^{c~fX,.^‘^dx]. 

Telle est l’intégrale générale de Yéquation linéaire du 
premier ordre. La constante arbitraire provenant de 
yXrfx disparaît d’elle-même , et la constante C est la seule 
qui entre dans la valeur de y. 

Considérons, comme application très simple, la question 
suivante qui a été proposée aux géomètres par M. de 
Beaune, ami de Descartes. 

Trouver une courbe telle que la sous-tangente soit à 
l'ordonnée comme une ligne constante est à l'ordonnée 
de cette courbe j diminuée de celle d'une droite inclinée 
d'un demi-angle droit sur l'axe des x . 

En prenant l’origine au point de rencontre de cette 
droite et de l’axe des x, elle aura pour équation x=:j. et 
la condition donnée sera représentée par l’équation 

dy t — .T dr 

~ , ou O - — — r = — X , 


a étant la valeur donnée de la ligne constante. 

Cette équation linéaire , intégrée par un quelconque des 
procédés que nous avons indiqués , donne 

X 

y = a -f- (V‘, 

C étant une constante arbitraire. 
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Si mainleuant on prend pour axe des x' la droite dont 
l’t‘quation est^ = a; + a , et que l’on conserve la même 
direction pour l’axe des^', on aura 

f > 

y ~Ce^ , et par suite j'=Ce“^“- 

La courbe est donc une logarithmique dont les or- 
données font avec l’axe un angle égal S un demi-angle 
droit. 

4a. Nous avons prouvé qu’il existe dans tous les cas un 
facteur propre à rendre le premier membre intégrable. 
Voyons s’il n’en existe qu’un seul. 

Soit V une première fonction telle que -}- Vdx') 

soit la différentielle d’une fonction u de ar et -, il est d’a- 
bord évident que le facteur u rendra encore le premier 
membre intégrable. Car puisque P’(Qc?y Pr/a:) = du, on 
aura (Q^ -f- Pdx) = <f{u)du , ce qui est la différen- 

tielle de J^u)du. 

Soit maintenant V une autre fonction quelconque telle 
que Y(Q<^-|-Prfa:) = </U, U désignant une fonction 
de X etjr. On en déduit l’identité 

V ' ‘ ' 

-du — dV. 

Or le second membre étant une différentielle exacte , le 
premier qui lui est identique en a: et y devrait aussi en 

.V, 

être une -, ce qui ne saurait être si — n’était pas une fonc- 
tion de la fonction u seulement. Ce dernier point, qu’on 
admet assez ordinairement comme évident , a cependant 
besoin d’être plus rigoureusement établi. 

Il s’agit de prouver généralement que si l’ona n=y(x, j). 
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l’expression F{x,j)du , ouF(a:, j) ^ ^y~\ 

peut être une différentielle exacte relativement aux deux 
variables x ety , si l’on n’a pas 

= 4 (“) = •■}[/(* « 7)3 » 

quelle que soit d’ailleurs la fonction 

En effet éliminons y au moyen de l’équation iv=J[x,y), 
F(x, J') deviendra une fonction d’n etx,^(u^x). L’expres- 
sion qui était une différentielle exacte relativement à x ety 
le sera relativement à x et u. tf(u,x)du sera donc une dif- 
férentielle exacte d’une fonction des deux variables indé- 
pendantes X et u\ ce qui serait absurde si x restait dans 
cette expression qui ne renferme pas dx. Il faut donc que 
(])(u,x) ne renferme que u , et par conséquent que F(x^y) 
soit une fonction de u ou dey'l^Xj^y). 

Ainsi, en revenant à notre question particulière, si un 
facteur v donne au premier membre la forme de la diffé- 
rentielle d’une fonction u de x,y , les facteurs qui jouissent 
exclusivement de la même propriété seront de la forme 
»^(u), tp désignant une fonction arbitraire. 

L’équation proposée devient ainsi 

du — O, ou ^(ii)duz=:o, 

d’où l’on déduit également tt = c, c désignant une cons- 
tante arbitraire. 

Tous ces facteurs conduisent donc au même résultat , 
et ils ne diffèrent entre eux que par le facteur <f (u) qui est 
bien une fonction de x, y , mais qui se réduit à une cons- 
tante arbitraire en vertu de l’intégrale u=c. On voit que 
si l'on connaissait deux facteurs différents qui rendissent le 
premier membre de l’équadon intégrable, en égalant leur 
rapport à une constante arbitraire , on obtiendrait l’inté- 
grale générale. 
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Intégration des éqitations homogènes , et de l'équa- 
tion linéaire, par la séparation des variables. 

43. On parvient quelquefois, par un changement de va- 
riables, à ramener aux quadratures l’intégration de l’équa- 
tion donnée , c’est-à-dire à séparer les nouvelles variables 
dans l’équation transformée. 

Considérons d’abord une équation homogène quelcon- 
que 

Mdx -J- Nê(7' = o, 

c’est-à-dire telle que M et N soient des fonctions homo- 
gènes du même ordre i;i dex,j. On sait qu’une fonction 
homogène de l’ordre m des variables x, y, z,. . . est celle 
qui acquiert le facteur g"' quaud on change les variables 

gy> 

Posons y=ux, d’où dy ^=-udx-^ xdu. 

Les fonctions M et N seront égales à x" multiplié par des 
fonctions de u\ et l’équation divisée par j:” prend la forme 

F (m) dx -y f (u) {udx -)~ xdii) r=r O , 
ou 

[ F («) 4- "/(") ^dx-y xf (u) = O , 

ou 

dx /(») du _ ^ 

et les variables sont séparées. 

Le premier membre est devenu une dififérentielie exacte, 
en le divisant d’abord par x"‘ , puis par 

X [F (u) + uf (u)] ou xF -f yf 
Donc, en somme, il a été divisé par Mx-j-N;)'. 
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Ainsi , le facteur propre à rendre le premier membre 
irame'diatementintdgrable, est Si Mr/x -|- 

<itait une difFe'rentielle exacte , et i seraient deux 

Six + Nj- 

facteurs qui rendraient le premier membre inttigrable -, leur 
rapport serait donc «igal à une constante et l’intégrale gé- 
nérale serait par conséquent = 

44- b< expression jyjj. ^ étant une dillérentielle 

exacte , la condition connue conduit à l’équation ' 


dM JM 


fiN 


JN 


M 


dx ^ djr 

N • 


Ainsi, quelle que soit la fonction homogène M de l’or- 
JM JM 

dre m , l’exijrcssion est constante. On en 

connaîtra la valeur en prenant la fonction particulière x’ , 
et l’on trouve m. Donc on aura généralement 

JM JM 
^ b J' -J- = "ïM , 


Je 


& 


et l’on retrouve ainsi le théorème des fonctions homogènes. 
45. i" Exemple. Soit 

( ax ) Jx = ( mx -f- nj ) djr. 

En posant 

jr' j/x, d’où Jy = iidx -|- xdu, 

1, , . , '^y ax + br , . , 

1 équation proposée -j— = ; ncviendra 

^ . r r (ijr mx-^nj^ 

du a-\-bu du a A- (b — m)u — mi’ 

u-j--* T' = , ou — , 

' dx m -j- nu dx m+nu ’ 
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d’où l’on tire 
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dx ( m -4- nu) , 

— = n du , 

X a+{b — m)u—nu'‘ , 

les variables «^tant séparées , on intégrera les deux mem- 
bres, ce qui n’oifrira aucune difficulté. Oïl remplacera en- 

suite U par^ , et l’on aura l’intégrale générale de l’équation 

proposée. 

a* Exemple. Soit 

xdjr — = dx 

Cette équation étant encore homogène relativement à 
X et y, on posera et l’on obtiendra, toute réduc- 

tion faite , 

^ du 

£fr= l/ i-t-u’, ou — =~7=^, 

intégrant les deux membres , et désignant par c une cons- 
tante arbitraire , il vient 

log * = log (h -h [/ 

d’où 

x=c (u <4- »/« +M') = c(^+^ 1 +-L y 
On en tire successivement 

X* == c Cr 4- »/ — çr)‘ = c* (x> -f- j-q , 

et enfin, 

X* = 2CJ' -j- c*. 

3* Exemple. On peut quelquefois, par une transforma- 
tion simple , rendre homogène une équation qui ne l’est 
pas. Soit, par exemple, 
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(<WE + + m) dx =i (px qjr -^r n)djr, 

pour faire dûparaitre les termes iode'pendants de x et j , 
soit 

X =x' + », j = y i , d’où dx — dx , dy éy , 
et déterminons a et ë par les deux conditions 

<M *f- m =: O pa. + -4“ n = O, 

qui donnent 

nb — mq ^ _ mp — na 

aq — bp ’ aq — bp ’ 

et supposons d’abord que l’on n’ait pas aq — bp =: o. 
L’équation proposée se trouvera ramenée à la suivante 

(ax' + bf) dx' 3= {px' -¥^jr') d/, 

qui est homogène , et que l’on intégrera comme précédem- 
ment’, puis on remplacera x! et j'' par x — a,j — 6. 
Mais cette transformation serait impossible si l’on avait 
aq — bp =s O. Dans ce cas, l’équation proposée devient , 

en remplaçant q par sa valeur ^ , 

[px -f- by) {adx — pdy) =: a {ndjr — mdx.) 

On posera alors 

ax + by — Z, d’où dy 
et l’élimination de J' donnera 


dz—adx 


adx: 


{an-i-pz''dx 


' an+mb + {b ’ 


les variables étant séparées , le problème est ramené à celui 
des quadratures. , . 

4 
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Dans le cas général , on aurait encore pu rendre l’équa- 
tion homogène en posant ^ 

ax + by m = i, px qj + n = u , 


d’où l’on tire •• 

qdt - bdu J adu—pM 

~ aq^bp ’ aq—bp ’ 

et l’équation proposée se trouve transformée dans la sui- 
vante qui est homogène 

{pu -t- qt) dt = {au -J- bl) du. 

46. Prenons pour application géométrique une question 
qui a beaucoup occupé les géomètres , à l’origine du calcul 
intégral, et qu’ils appelaient le problème des trajectoires. 
Il s’agit de trouver une courbe qui coupe , sous un angle 
donné , toutes celles qui sont renfermées dans une équa- 
tion donnée 


(,) ¥{x,r,o) = o 

dans laquelle le paramètre a peut prendre toutes les va- 
leurs possibles. ^ ^ 

Si l’on désigne par m la tangente de l’angle donné, par 
x' , y' les coordonnées d’un point quelconque du lieu, et 
par a l’angle que forme avec l’axe des X la tangente à la 
courbe donnée -, on devra avoir 


(2) 


mz=z 


dr 

s - "“'8 * 

dy 

,-}-_tang- 


Or l’équation (i) donne 


laug • =• 


dF 

dx' 

djr' 
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Téquation (a) deviendra donc 


(3) 



dF dF dy' 

dx dx' J dy dx' 


5 1 



et comme on a en même temps 

F «) = O , 

si Ton élimine a entre cette équation et l’équation (3) on 
aura une équation entre les coordonnées d’un point quel- 
conque du lieu. 

Examinons en particulier le cas où l’équation (i) est de 
la forme 

( 4 ) y = axi’. 


on aura 


dx 


— — apxf-', 



et l’équation (3) deviendra 

m + apxf-^ — /y-"'» ^ + apx^-' = o 

et , éliminant a entre cette équation et la première , on 
obtient 

( 5 ) mÇnx+pjr^^nx^+pjr:=0, 

. DO -lt C: ;ll ai: 

équation hpoapg^ie,^u’oa intégrera sans difficulté. 

1 "^ Supp08qps,;,par exemple, n *= i , l’équation 
donnée (4) devient 

I . jr zs ax 

et représente toutes les droites qui passent parl’otigine. 
L’équation (5) devient • • » »» rrx-.w. ■' 

. m [xdx -\-jrdj) — . xdjr -^jdx = o. 

On reconnaît ici que_ le premier membre devient une dif- 

4.. 




ny Cj( 
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férentielle exacte , en le divisant par x' . On aura 
donc en intégrant 

-L Y 

m log (.r* +J'’)’ — arc tang — = c. 


Si Ton passe à des coordonnées polaires, en posant 
X = rcosS, J- = rsinO, 

m log r = e 4- c, 

e+c 


on trouve 
d’où 


ou, en faisant e” = c' , 


On obtient ainsi une infinité de spirales logarithmiques 
semblables, ayant le même point asymptote. 

a*. Supposons m= oo, ce qui donne des trajectoires or- 
thogonales , l'équation (5) se réduit h 

d’où l’on tire 

+ pj‘ =.c. 

Suivant que nelp seront de mêmes signes ou de signes 
contraires , cette équation donnera une infinité d’ellipses 
ou d’hyperboles semblables , et qui seront les seules cour- 
bes jouissant de la propriété de couper à angle droit toUtes 
les paraboles ou les hyperboles renfermées dans l’équation 
yz=ax^. - 

Si ra = ^ = I , la trajectoire a pour équation . 

X‘+jr^=C, 

ce qui donne un cercle quelconque ayant pour centre le 
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poiüt de concours des droites rcpnisenlécs par l’<<quation 
donnée 


J- = ax. 

Si n — — P — I > les courbes données sont toutes les hy- 
perboles équiiatères ayant pour asymptotes les axes de 
coordonnées ; et les trajectoires ont pour équation géné- 
rale X' — = c. Ce sont toutes les hyperboles équila- 
tères ayant pour asymptotes les bissectrices des angles de« 
asymptotes des premières. 

47. Équation linéaire. On peut encore, par un chan- 
gement de variables , intégrer l’équation linéaire du pre- 
mier ordre 

dj- -f- Xy'tir -f- X,dx = o. 

Soit icz, U et Z étant des fonctions de x indétermi- 
nées , on aura dj = lulz -j- zdn , et en substituant , 

udz -f- zdu -f- \uzdx -f- ü^dx = o. 


On peut déterminer d’abord u d’après la condition 
du -|- TLudx = o, et il en résultera udz -f- X/Zx = o. 
Or les vanables se séparent dans l'avant-demière, en divi- 
sant par U 5 ce qui donne ^ -f- XéZx =a 0. 

En intégrant il vient logn -f- f%.dx =3 o, la constante 
arbitraire étant comprise dans l’intégrale indéfinie. 

On tire de là u = •, substitnant dans l’équation 

udz -}- lL,dx = 0 , il vient 

e-f^^di + X,dx = o, d’où z = —/X,e^^^dx+C, 

C étant la constante arbitraire relative à la nouvelle inté- 
grale, qui sera prise à partir de telle limite que l’on voudra. 
On aura ainsi 

J r= —/ X.iJ^^dx). 


« 
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La constante arbitraire de f'KjJx disparaît d’ elle-même 
de cette expression^ et il n’en reste qu’une, comme cela 
doit être. On retrouve ainsi l’intégrale déjà donnée par 
une autre méthode. 

48. Équation de Bernoulli. On peut ramener à l’équa- 
tion linéaire la suivante, qui a été traitée d’abord par 
Jacques Bernoulli , 

dx+Xjdx = 

Si l’on pose 

_ I _ I ^ 

a = d’où ^=acz ", et par suite 1 " , 

on trouve , en substituant dans la proposée et réduisant, 
dz — nXzdx -f- hX^dx — o 

équation linéaire dont l’intégrale est, d’après la formule 
précédente , 

Z = - njX^e ± . 

La valeur de^ s’en déduit immédiatement. 

On peut arriver au même résultat par une autre trans- 
formation , déjà employée pour l’équation linéaire. 

Soit^ =3 uz , l’équation proposée devient 

udz -f- zdu -}- Xuzdx = z""^' Jx, 

qui peut se partager dans les deux suivantes 

dz -4- Xzdx — O, du ■= z^dx, 

d’où l’on tire 



l’intégrale flLdx étant indéflnle. On en déduit 

L = + C). 
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La constante introduite par/X^x disparait évidemment; 
de sorte qu on peut prendre cette intégrale à partir d’une 
valeur quelconque ; j ne contiendra donc que la seule 
constante G. 

On peut quelquefois déterminer l’intégrale générale 
d'une équation du premier ordre, dont on connaît une 
intégrale particulière , au moyen d'une transformation très 
simple, employée par Euler. 

Soit par exemple 

dj- -f- Xj dx = X,j-'dx + Xtdx, 

Cette équation a de plus que la précédente le terme X,<Zr, 
mais l'exposant n -f- i a la valeur partieulière 2. Suppo- 
sons que Z soit une fonction de x qui satisfasse à cette 
équation sans renfermer de constante arbitraire ; et posons 
y — Z -\-n, U étant une fonction inconnue de x. En 
ayant égard à l'équation 

dx -f- Xzdx = Xp'dx -f- Xjdx^ 
qui a lieu par hypothèse , il restera 

du (X — •}.zX^)udx •= Xtt’dx. 

Celte équation étant renfermée dans celle qui vient d'étre 
intégrée , on en tirera la valeur de « , avec une constante 
arbitraire, et l’on connaîtra par suitela valeur générale dej". 

Si l’on n’avait pas w -f- i = 2 , la meme substitution 
ferait encore disparaître X,^/x, mais elle introduirait de 
nouvelles puissances dey qui ne permettraient plus d’in- 
tégrer la transformée. * 

lujuations du premier ordre , dans lescjuelles la 
dérivée entre à un degré supérieur au premier. 

4 g. Si l’équation renferme ^ à des puissances supérieu- 
res à la première, et qu’ci le puisse être résolue par rap- 


/ 


Digilized by GoogI 


56 


CO0KS U ANALYSE. 


port à cette quanUté, on aura ainsi plusieurs Quations de la 
forme P<ir-i-Qc^=o que l’on tâchera d’intégrer. Soient 
9 (x, J", c) = O, ç, {x,y, c) = O, etc., ces diverses intd- 
grales dans lesquelles c désigne une constante arbitraire j 
toutes les solutions de l’éqaation proposée seront renfeiv 
mées dans la suivante 

' f <■)•• ■ ==o. 

On pourra effectuer les calculs en considérant la constante 
c comme la même dans les différents facteurs. Car, comme 
ils ne doivent être égalés à zéro que séparément, on n’al- 
tère en rien les solutions en représentant les constantes par 
la même lettre. 

Soit par exemple 



on aura les deux intégrales 

jr = ax-\- c, jrt= — ax-\-c , 

et l'intégrale complète sera 

(j- — (IX — c) .(y -hdX ~ c') = O , 
ou , ce qui est plus simple , sans être moins général , 

(y — ax — c) (y + ar — c) = o, ou (j- — c)* — a’x‘ — o . 

5o. Lorsque l’équation ne j>eut être résolue par rapport à 
^ , et qu’elle peut l’être par rapport à y ou j' , on a à 
considérer l'une des deux formes générales 
y=F(x,/(), r=iV(jr,jj], 

P désignant le rapport différentiel Dans l'un et l’autre 
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cas , la différentiation conduit à une e'qnation du premier 
ordre entre deux variables p dx, on p ety. Si l’on peut 
en trouver une intégrale première dans laquelle ne rentre 
pas la proposée, on éliminera /centre elle et l’équation pro- 
posée, et l’on aura l’intégrale générale cherchée. Ce procédé 
conduit à une simple quadrature lorsque le second mendtre 
ne contient que la variable p. 

5 1 . Si l’équation a la forme 

J- î= a-F (p) + /(p) , * 

la dîfffrentiation donne 

n 

pdx = F (p) dx -f- xF (p) dp -\-f (p) dp. 

Cette équation étant du second ordre, a deux intégrales du 
premier : l’une qui coïnciderait avec la proposée aug- 
mentée d’une constante -, l’autre que l’on obtiendra par 
de simples quadratures , en observant que cette équation 
est linéaire par rapport à ar et dx. Eliminant p entre cette 
intégrale et l’équation donnée , on aura l’intégrale générale, 
et l’on en déduira les intégrales singulières d’après la théo- 
rie exposée précédemment. • ^ • 

Si. Dans le cas particulier où F (p)=p , on a 

^ ( 

en différentiant , il vient • 

. o = [_x +f ip)'idp, 

équation à laquelle on satisfait de deux manières. 

Si l’on pose dp — o, il vient p=^c, et éliminant p , ou 
a pour l’intégrale générale 

J = ex -|-/(c). 

Si l'on pose x f {]>') — o, et que l’on élimine p entre , 
cette équation et la proposée, on aura l’intégrale singulière-, 
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car la valeur de p tir<le de la dernière «Iquatiou sera une 
fonction de et l'élimination conduira au même résultat 
qu’en substituant cette fonction de x à c dans l’intégrale 
générale : la solution qu’on obtient ne résulte donc pas 
d'une valeur particulière attribuée à la constante. 

On voit d’ailleurs qu’éliminer p entre x f (jj)r=: o 
et J = px + J ip) revient à éliminer c entre 

X +/' (c) = O et J- = ex +/(c); 

et comme x -\-f (c) est la dérivée de ex + f{c), par rap- 
port à c, on parviendra à la solution singulière de l’équation 
dontj)^ œcx + f (c) est l’intégrale générale. 

53. Nous allons appliquera la résolution d’une question 
géométrique, le procédé que nous vraions de faire con- 
naître. 

Soit proposé de trouver une courbe telle que le produit 
des perpendiculaires abaissées de deux points fixes sur une 
quelconque de ses tangentes soit constant. 

Désignons par 2 cia distance de ces deux points, et par 
b' le produit des perpendiculaires ; prenons pour origine 
le milieu entre les deux points donnés , et pour axe des x 
la droite qui les joint : la condition donnée conduira immé- 
diatement à l’équation 

ij—pxy— c>« ^ ^ 

I -t-/;' 

Le signe supérieur correspondant au cas où les deux points 
sont d’un même côte de la tangente ; et le signe inférieur, 
à celui où ils sont de côtés différents. On tire de cette 
équation 

(i) =px -f- 1 / (c* ± ± ù’ ; 

ce qui est un cas particulier de l’équation j=^px-{- f(p). 
En .suivant la marche Indiquée généralement, on trouve 
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( 2 ) 



V/ (c“ ± b’) p' ±b' 


posant dp = o , d’où p = a, a désignant une constante 
arbitraire ; puis éliminant p entre cette dernière équation 
et l’équation (i), on aura l’intégrale générale 


J' = ax 4- V^(c’ «*± 6% 


qui représente une infinité de droites , tangentes à la courbe 
ayant pour équation » 


(3) (c’ ± b'‘)jr'^ ± ^»*x* = ± (c* ± ô*) ù’ ; 


d’où l’on peut déjà conclure que cette courbe est la solu- 
tion singulière, puisqu’elle est l’enveloppe des intégrales 
particulières. 

Dans le cas où l’on prend les signes supérieurs, elle n’est 
autre chose qu’une ellipse dont les foyers sont les deux 
points donnés, et le petit axe est égal à aù. Si l’on prend 
les signes inférieurs, les deux points étant de côtés diffé- • 
rents de la tangente -, les perpendiculaires sont respective- 
ment moindres que les segments de la droite égale à 2C, 
d’où résulte c<C.b. La courbe est donc alors une hyper- 
bole ayant pour foyers les deux points donnés , et pour axe 
imaginaire 2 Ù. 

Le second facteur de l’équation ( 7 ,') doit aussi donner la 
solution singulière , comme cela a été démontré générale- 
ment. En l’égalant à zéro , on a 


(4) 


P (f* ± è“) 

y' :îz b'") P* di b‘‘ 


éliminant p entre les équations (i) et (4), on retrouve 
l’équation (3) , comme cela devait être. 

Dans cette question la courbe que l’on avait en vue de 
déterminer est donnée, non par l’intégrale générale, mais 


A 
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par la solution singulière : ce qui montre que cette dernière 
doit toujours être cherchée avec le même soin que la 
première. 

Équations différentielles totales. 

54. La première question que nous avons traitée dans 
le calcul intégral , a eu pour objet de trouver une (bnetioa 
djune seule variable , lorsqu’on connaît l’expression de sa 
différentielle au moyen de cette variable seulement. Nous 
avons considéré ensuite les fonctions de plusieurs variables 
indépendantes , et nous nous sommes proposé de les dé- 
terminer , connaissant l’expression de leur différenüellc to- 
tale , ou en d’autres termes de leurs dérivées partielles , en 
fonction des variables indépendantes seulement. Revenant 
ensuite au premier problème , nous l'avons étendu au cas 
où la différentielle par rapport à la variable unique renfer- 
mait dans son expression la fonction elle-même mêlée avec 
la variable indépendante : c’est ce qui constitue l’intégra- 
tion des équations différentielles à deux variables. Nous 
.-liions maintenant étendre de la même manière le second 
problème , et supposer que la différentielle totale de la 
fonction inconnue de plusieurs variables indépendantes , 
renferme la fonction mêlée avec ces variables. Les équa- 
tions qui donnent une pareille expression k la différentielle 
de la fonction cherchée se nomment équations différen- 
tielles totales. Nous nous bornerons à celles qui renferment 
trois variables. ' 

Leur forme la plus générale est 

( 1 ) Vdx-^Q^-{-^dzzzio, ou dx z=z — ^ dj dz, 

P, étant des fonctions quelconques de z. Si 
l’on connaissait la valeur de x en et z", en la remettant 
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. , . Q R . . 

dans ces trois fonctions , — p et — ^ seraient identique- 
ment les dérivées partielles de x par rapport kjr et z. 

Donc d'abord si l’on cherche la fonction la plus géné- 
rale de J qui satisfasse à la condition que sa dérivée , par 

rapport à y , soit — ^ étant considéré comme une cons- 

tante , la valeur cherchée de x sera renfermée dans celle 
que l’on aura ainsi déterminée ; et il ne restera plus qu’à 
l’assujétir à satisfaire à la seconde condition. , 

• dx Q 

Il faut donc d’abord intégrer l’équation ^ “ — p » 

Vdx -j- Qdjr =z O , ' ^ ' 

dans laquelle z est une constante. Ce problème rentre dans 
la théorie précédente; et en le supposant résolu, on aura 
une équation U = o entre x , y , « , C ; C désignant une 
quantité arbitraire , indépendante de x, y, mais qui peut 
renfermer z d’une manière quelconque-, et il s’agit mainte- 
nant de déterminer G , s’il est possible , de manière que la 
dérivée partielle de a:, par rapportât, soit identiquement 

— p , au moins , lorsqu’on aura substitué à a: sa valeur tirée 

de,u = o. . : 

Différentiant l’équation U =s o , en traitant y comme 
constant, il vient , 

dz dx \dz ) ' dC dz ° ’ 

d 3C 

et substituant ® ^ la valeur — p qu’il doit avoir, il sera 
nécessaire et suffisant de satisfaire à l’équation 

dU R dü ' dU dC ' ' ■ 

dz' P dx dC dz ~ ®’ 

dans laquelle x est censé remplacé par sa valeur. ■ 
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Mais comme C ne doit pas renfermer j", il est nécessaire 
que la substitution de x dans cette équation , en fasse dis- 
paraître j'. Si cela n’a pas lieu le problème est impossible ; 
et si cela a lieu , on a une équation différentielle du premier 
ordre entre C et z. Son intégrale générale renfermera une 
constante arbitraire ; çt reportant la valeur de C qu’on en 
déduira , dans l’équation U = o , on aura l’équation qui 
détermine x de manière à satisfaire aux conditions pro- 
posées. 

On voit que la question n’est pas toujours susceptible 
d’une solution ; et que quand elle en a une , l’intégrale est 
donnée par une équation entre x, y, z , qui renferme une 
constante arbitraire , ,et que l’on obtient par l’intégration de 
deux équations du premier ordre , à deux variables. 

55. Il suit de là que quand la question proposée est pos- 
sible, l’équation différentielle résulte de l’élimination d’une 
constante arbitraire entre une équation à trois variables et 
sa différentielle totale égalée à zéro ; et celte considération 
va nous conduire à une proposition importante. 

Soit V = C' l’intégrale de l’équation ( i ) résolue par 
rapport à la constante arbitraire C'. En la différentiant , 
l’élimination de C' se trouvera effectuée , et le résultat sera 
identiquement le même que si l’élimination s’était faite 
autrement. 

L’équation 


(3) 


dV dV dV 


devra donc être identique avec l’équation (i) , lorsqu’on 
aura réduit le coefficient de la même différentielle, par 
exemple dx , à avoir la même valeur de part et d’autre. 

^ ' 

Multipliant donc l’équation (i) par elle deviendra 
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identique avec (3), et sera par conséquent la différentielle 
exacte d’une fonction V des trois variables indépendantes 
X, y, Z. D’où se tire cette conséquence que lorsque la 
question admet une solution, le premier membre de 
l’équation donnée déifient une différentielle exacte, 
quand on le multiplie par une certaine fonction de trois 
variables. 

Soit p. le facteur tel que 


(t^dx fcQdy -f ftRdz 

soit une différentielle exacte , on aura les trois conditions 
suivantes 

d.ftP _ d.ftQ d fcP _ d. ,ctR d.fcQ _ d.ftR 
djr dx ’ dz dx ' dz djr ’ 

ou, en les développant , 


dj- djr dx dx 

I ^ J» ^ ^ 


dz 


dx 


dx’ 


^Tz-^df -^ V 


Si l’on multiplie la première par R, la seconde par — Q, 
la troisième par P, qu’on les ajoute ensuite , et que l’on 
supprime le facteur p , on aura l’équation de condition 
identique 




Il sera donc inutile de chercher à résoudre la question 
quand cette identité , facile à vérifier, n’aura pas lieu. 

Réciproquement , toutes les fois qu'elle aura lieu , la 
question admet une solution -, car nous allons démontrer 
que dans ce cas le premier membre de l’équation (a) de- 
vient indépendant de quand on eu élimine x. 
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Mais, pour plus de simplicit<^ , nous supposerons que 
Téquadon U=: o ait ébi rtisolue par rapport à la constante 
G , et soit remplacée par U = C , ce qui ne changera rien 
aux conditions. L'équation (a) se change alors en la sui- 
vante , 

dV r, àx dC 


et il &ut toujours que la substitution de x en fasse dispa- 
raîtrej'. 

Soit y le facteur qui rend Pdx -f- différentielle 
exacte , on a 

^'Pd^ -f- vQdjr = dû, 
et 




La quantité qui ne doit plus renfermer y est 
dü 


dû _ dr 

^ ^ P" 


ou i»R , 

dz 


et il suffit d’exprimer que sa dérivée par rapport à y est 
nulle, en considérant x comme une fonction de y, dont la 

dérivée partielle par rapport à / est — 

On obtient ainsi 


d’U d’U Q /dR dR Q\ /dv dv Q\ 


En multipliant par P et observant que ^=s et 
^ = t'P, les deux premiers termes deviennent P 
— développant, etladér- 
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•i • Ti ^ 

mère partie R ^ se réduit a Ri^ — -jy j , 

et la condition précédente devient, en supprimant le tàcteur 


commun v. 



équation qui ne diffère pas de l’équation (4). Donc cette 
équation , déjà démontrée nécessaire , est en même temps 
suffisante pour que la question proposée admette une so- 
lution. 

On procéderait d’une manière semblable dans le cas où 
le nombre des variables serait plus grand. 


Des équations linéaires dun ordre quelconque. 


56. On appelle ainsi celles dans lesquelles la fonction 
cherchée et ses dérivées jusqu’à l’ordre m n’entrent qu’au 
premier degré , et ne se multiplient pas entre elles. Leur 
foripe générale est 




..+ t| + o^ + v = «. 


A,...U,V étant des fonctions quelconques de x. Ces 
équations jouissent d’une propriété remarquable , lorsque 
le dernier terme V manque. Elle consiste en ce que la 
somme de plusieurs solutions forme encore une solution 
de la même équation. 

Soit en effet l’équatiou 


(’-) 

Si J 


..+T^4.ur = ü. 


, , etc. , sont des fonctions qui satisfassent à celte 


Digitized by Google 



66 

équation y on iiura 


COURS D ANALYSE. 


d"rt , ^ à"' -' J, 
dx'" dx"'~' 



-f =o. 


O. A -U 


-f Ur. = « 


Ajoutant ces équations, on aura le luême résultat que 
si l’on substituait +■ • ** J ('*)• Donc 

la somme d’un nombre quelconque île fonctions de x qui 
satisfont à l’équation (îs) , forme encore une solution de 
cette équation. Et , par conséquent , si l’on connaissait 
un nombre m d’intégrales particulières renfermant cha- 
cune une constante arbitraire , leur somme serait l’inté- 
grale générale. 

On observera d’ailleurs que si une valeur de j est con- 
nue, on peut la multiplier par une constante arbitraire, 
sans qu’elle cesse de satisfaire-, de sorte que si les m fonc- 
tions , . . ‘Jm satisfont à l’équation (2), son intégrale 

générale sera 


r — c,jr, -f c,x, +■ ■ , 

f, , c, , . . . Cm désignant des constantes arbitraires. 

5 y. Lorsque l’on aura à intégrer l’équation (1), oncom- 
meucera par cbercher à intégrer l’équation (2) qui est jdus 
facile. Si l’on y peut parvenir coinpiéteinent , nous allons 
montrer comment on en peut déduire l’intégrale générale 
de l’équation (1). 

Soit 

r = H — -4- c„,j„ 

l’intégrale générale de l’équation (2) quand on considère 
c,,c„...Cm comme des constantes arbitraires. Il est évident 
(ju’on peut substituer à ces constantes des fonctions de x 
telles que l’on obtienne l’intégrale générale de l’équa- 
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tion (i), et nous allons voir que la déterminatiou de ces 
fonctions n’exige que de simples quadratures. 

En différentiant l’expression ci-dessus , on obtient 

+ • ■ • + . . +j'„dc^. 

Or on peut assujétir c„ cl,...c^ k la condition 
jr,dc, J-at/Ca -1- . . . -f = O , 

et il en résulte 

djr-=c,djr, + c^djr, •+. . .+ 

On düTérentiera cette xiouvelle équation, et l’on égalera 
encore à zéro l’ensemble des termes qui contiendront les 
différentielles <7c, , dc^, . . . dc^-, et l’on contiuuera ainsi 
jusqu’à d'‘~'j inclusivement ; on aura de cette manière 
m — I équations entre les difl'érentielles dc^ , dc^, . . . dc^ et 
des fonctions connues- Substituant ensuite dans l’équa- 
tion (i)les valeurs dej',É^. . .d"y, on aura une dernière 
équation qui , jointe aux premières , déterminera complète- 
ment les inconnues c, , Ca, ... c„. 

Ces m équations sont les suivantes, - 

J, de, -f- jr^dc, +...+ = O, 

djr.dc, -f rfyadca+...4- dxmdcm— O, 


d" y, de, -f “^ade, -f ...-+- d" = O, 

d"'-y,dc, + d'”-y,dc„+...+ d”'-y„,dc,n + Vdr"' = o. 

On tirera de là les valeurs de de, , de,, . . . dcm en fonc- 
tion de X \ elles seront de la forme 

de, X|dx, dc„ = Xadx,.. .dc„, = X„,dx, 

d’où 

s 

« 

C’i — J'X,dx — j— c'a J'Xfdx -p «a, • - -Cm .1— JX^dx -p 4^, , 

5 . . 
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J' i(^i .(«tj m(»»i+yX„<£r). 

C’est l’intégrale générale puisqu’elle renferme m constantea 
arbitraires. 

58. Si 1 on ne connaissait pas fn intégrales particulières 
de 1 équation ( 2 ) , la question ne serait pas ramenée immé- 
diatement aux quadratures. 

Supposons, par exemple, que l’on en connaisse tn — i 
intégrales particulières, on ne pourra plus établir que 
m — 2 conditions entre les m — i quantités c, , c, . . . c^-, • 
Alors l’expression de d”-'y renfermera de,,... dc„,_, -, et 
renfermera ^c,. . .d'c„,. La substitution dans l’éqlia- 
tion (i)fera toujours disparaître c,, c, . . .Cm_, , mais leurs 
dilTérentielles premières et secondes y entreront ; et comme 
les m—7. équations établies entre de , , de,. . .den,^, dé- 
terminent ces différentielles en fonction de de , , on aura 
une équation linéaire du second ordre qui renfermera 
de,, (te, mais non e,. On la ramènera au premier ordre, 

sans qu’elle cesse d’être linéaire , en posant ~ — z. Elle 

pourra toujours s’intégrer complètement , et il s’introduira 
ainsi deux constantes arbitraires. De simples quadratures 
feront ensuite connaître les m — 2 autres quantités c, , 
C 3 . . ’,et il s introduira ainsi tn — 2 nouvelles constan- 
tes arbitraires , de sorte que la valeur de r 

J — e-.r, 

renfermera m constantes arbitraires et sera par conséquent 
l’intégrale générale de l’équation (i). 

5g. Si l’on n’avait connu que w — 2 intégrales de l’é- 
quation ( 2 ) , on n aurait pu établir que m — 3 relations 
entre c,,c,,. . et l’équation (i), après la substitution 

aurait renfermé des différentielles troisièmes. L’élimination 
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i-'m-ii aurait donné une équation linéaire du 

troisième ordre renfermant de, , d^c, , ePe, , mais non c,. On 
pourrait donc encore l’abaisser au second ordre, sans qu'elle 
cessât d’étre linéaire ; et si l’on pouvait l’intégrer complè- 
tement , on en déduirait comme dans le cas précédent l’in- 
tégrale générale de l’équation ( i). En appliquant les mêmes 
raisonnements, on verrait que si l’on connaît m — n inté- 
grales particulières de l’équation (2), l’intégration com- 
plète de l’équation (i), et, à plus forte raison , de l’équa- 
tion (2) est ramenée à celle d’une équation linéaire de 
l’ordre n, et à de simples quadratures. 

60. Il est facile de démontrer que l’intégrale générale de 
l’équation 


(«) 


dx"' ' dx"'~' 




O , 


est n«k:essairement de la forme 


r = c.J'. -f- 

En effet , soit une solution de cette équation ; suppo- 
sons qu’elle ne renferme aucune constante arbitraire , ce 
qu’on pent toujours faire, puisque, s’il en existait, il n’y au- 
rait qu’à leur attribuer des valeurs particulières. L’équation 
(a) admettra pour solution 


i 

c désignant une constante arbitraire. Considérant mainte- 
nant c comme une fonction de x , on aura 

dj- = J, de ■+■ cdj,, 

+ dj.de -f- cdj,, 

d”j — J.d^e mdj.d"~‘c cd"'j,. 

% 

En substituant dans (a) , les termes multipliés par e dispa- 
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raisscnt, et l'on a une équation linéaire de la i'onne 
d"'c de 


de 

et en posant — = « , 

d^~'u d*”~^ii 

(b) ^ - + A.^ î: 

' ' dx"‘~' ^ ' 


'dx"' 


Soit U, une solution de cette équation, sans constante arbi- 
traûre, eu, en sera encore une, et l’on aura 

c = c'f u,dx q- c" , d’où J- = e” J-, -(- e’jr',fii,dx. 

On a donc une solution de l’équation (a) , de la forme 


J = -r 

j't étant une fonction de x différente dej,. 

Donc , puisque cela peut s’appliquer à toute équation 
linéaire , on aura une solution de (è) , de la forme 

U = CCU, + Cu,, 

d’où '* ^ ' 

c = »fu,dx + S f u,dx + y, 

et par suite 

J ~ »J^ifu,dx + QjJu^dx 4 - VJ, , 
c’est-à-dire que l’équation (n) a une intégrale de la forme 
7 = 4- e^j„ -f- eiji. 

Il en sera donc de même de l’équation (ù), et ainsf 'de 
suite , jusqu’à ce que l’on ait pour^ une expression ren- 
fermant m constantes arbitraires , et qui sera l’intégrale 
générale. ‘ • 

6i. Le calcul précédent conduit encore à cette impor- 
tante proposition que l’équation (a) ne saurait avoir de so- 
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lution singulière. Supposons en effet qu’il y en ait une , cl 
dèsignons-la par après qu’on aura remplace par des va- 
leurs particulières les constantes arbitraires , si elle en ren- 
ferme. Les raisonnements qui ont été faits dans le numéro 
précédent, conduiront encon; à une valeur de_y de la forme 

J' — c.jr, + 

qui sera nécessairement l’intégrale générale. Mais 7, s’ob- 
tient en supposant nullcs toutes les constantes excepté c, ; 
elle est donc une intégrale parliculièn;, et non une solution 
singulière, comme on l’avait supposé. D’où il suit que les 
équations renfevmét's dans la formule (a) ne peuvent ja- 
mais avoir de solutions singulières. 


Formule relative aux intégrales d'ordres supérieurs. 


62. Si dans l’équation (i) tous les coefficients sont nuis 
excepté le dernier , on a une équation de la forme 


(I) 


dx"' 


V, 


V étant une fonction quelconque de x. En intégrant in 
fois de suite par rapport à x, on aurait la valeur suivante 
de J, 

Ftn 

jr ~ I \d.r” = fdx/dx ../Vdx -i-cx”' -j- ... .^~ c„. 

Mais au Heu de quadratures successives , on peut , au 
moyen d’une formule que nous allons faire connaître , ex- 
primer y par une suite de quadratures simples , indépen- 
dantes les unes des autres. 

On aura d’abord , en intégrant par parties, et en omet- 
tant les constantes, 
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f'\dx‘ = fdxfVdx = xfWdx — f\xdx, 
pVdx^ = (x'fVdx — ^pfxdx -f- f^x^dx). 


En continuant d’intégrer successivement, et opérant les 
réductions, on reconnaîtrait que les coefScieiits numé- 
riques suivent la même loi que ceux du développement de 
(a — i)' , et que l’on a 


V dx* ~ ••• 


Mais pour démontrër rigoureusement cette formule , sup- 
posons qu’elle soit vraie pour une certaine valeur n, et 
prouvons qu’elle sera encore vraie pour « i . 

Or, en partant de la dernière formule, supposée exacte, 
on trouve, en intégrant par parties. 


J”’'" \dx->^' = j^arVVrfr— " x‘-'fVxdx 

* 1.2,, , P ^ ^ 


1.2 


±nx/~Vx'‘~'dx ^ 

t « n(n—i) _ n(n-i)(n-2).,.(n-p-j-i) 

i.2...nL I ' 1.2 ‘ ï.2...p ’ 

±. . .:+:n^/'Va:*</ar. 


Or on a 


, ,, n rt(n— i) • 

(i — !)•= I H ...qr /i±: 1 = o. 


1.2 


Donc 


J n w(n— I) 

1 1 .2 ■ 


.^n (. I , 
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et la formule précédente devient 

J’*'*'' Vdx*-*''= ^"fNdx— ” x"~'jyxdx-\ 

La loi en question est donc vraie pour l’indice n -}“ i > si 
elle l’est pour l’indice n -, et comme elle a été reconnue 
pour «= 2 , elle est démontrée pour toutes les valeurs en- 
tières de n. 

Ainsi, la valeur générale dej^ qui satisfait à 1 équation 
(i) sera, en rétablissant les constantes 

y= î Vx”~'f^dx — ^ ^ f\xdx-\- . . . 

± . . . ± fVx"'-‘dx~] 

I .2. . —I 

_}. ex” -f- c,.r"’“' -f- CiX""* + . . . -f-Cm. 

Équatiotis linéaires à coefficients constants. 


63. La forme la plus générale de ces équations est la sui- 
vante : 

g+A^^+...+ xg+U^+V = o. 

Si l’on suppose d’abord que le dernier terme V soit cons- 

V 

tant, on le fera disparaître en changeant en ^ — g-, de 
sorte que l’équation qu’il sufEt de considérer est 


et si l’on peut en trouver m intégrales particulières, on 
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formera Tiatégralc gciie'rale en les multipliaal chatcune par 
une constante arbitraire, et les ajoutant. Posons^ , 

et substituons dans l’équation (i), il vient 

(2) a" -f- . -j- Ta U = O, 

On aura donc m intégrales particulières en prenant suc- 
cessivement pour a les m racines de cette équation. Si on 
les désigne par a, , a, . . . n,„, et par c, , c,. . ,Cm des cons- 
tantes arbitraires, l’intégrale générale de l’équation (i)sera 

Si l’équation ( 2 ) a des racines imaginaires, la valeur (3) 
de y se présentera sous forme imaginaire -, mais rien n’ést 
plus facile que de lui donner une forme réelle. Soient 
a ±,6 V — I deux racines imaginaires conjuguées de l’é- 
quation ( 2 ) , les termes qui en proviendront dans la for- 
mule (3) seront de la forme 

ou 

ou encore 

(cosCjt-I- i/ — I sinfa:) -f- B (tosfa:— p" — isinCa:)]. 

Or , Â et B étant des quantités arbitraires , réelles ou ima- 
ginaires, on peut les déterminer de manière qu’on ait 

A -f- B = M; (A — B)t/~7 = N, 

M et N étant des constantes arbitraires. Les deux termes 
que nous considérons dans l’équation (3) seront donc rem- 
placés par 

e*-^( M cos Zx -j- N sin Sx) , 

et la valeur de y se présentera sous une forme réelle. 
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64. Si r^quatioQ (’i) avait des racines égales, les termes 
correspondants de la formule ( 3 ) se confondraient en un 
seul, et l’on n’aurait plus l’intégrale générale de l’équation 
(1), puisqu’il n’y aurait plus m constantes arbitraires. 
Mais il est encore facile de trouver dans ce cas l’intégrale 
générale. 

Soient a, et a, deux racines que l’on suppose égales. On 
peut altérer infiniment peu les coefficients de l’équation 
(i) de telle sorte que l’équation (a) n’ait plus de racines 
égales , et que par conséquent la formule ( 3 ) donne l’inté- 
grale générale. Lorsque les coefficients tendront vers ceux 
de l’équation (1), cette intégrale tendra vers- une limite 
qui satisfera nécessairement à l’équation proposée , et qui 
en sera l’intégrale générale , si elle renferme m constantes 
arbitraires. 

Soita, + d la valeur de la racine qui tend à se réduire à 
a,. Les termes correspondants de la valeur de y seront 
ou 

+ -f etc. 

ou en posant c -j- c' = A , c'd = B, 

-f-Bxe etc. , 

les constantes c et c' étant arbitraires peuvent toujours 
être choisies de manière que B et Â aient des valeurs fi- 
nies quelconques , quelque petit que soit d. Donc , à me- 
sure que â tend vers zéro , la somme des termes que nous 
considérons tend vers la limite , et la for- 

mule ( 3 ) se change en celle-ci 

(4) ^ ( A -f- Bx) + C3e“ 
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Cette valeur de y est l’infaigrale g«Sndrale , puisqu’elle ren- 
ferme m constantes arbitraires. 

65. Si trois racines étaient égales, on supposerait d'a- 
bord l’équation modifiée de manière que deux racines seu- 
lement fussent égales , ce qui conduirait à la formule (4) ; 
on remplacerait aj par a, -f- c? et l’on aurait 

etc. 

Or, Â, B, C, étant arbitraires , on peut poser 

^ = C', B-^.C 3 <^=B^ A + Cj = A', 

I • 9 . 

A', B', G', étant de nouvelles constantes arbitraires; et 
faisant tendre â vers zéro, on aura pour l'intégrale générale 

^=e“‘^(A' 4- B'x -f C'.r*) -+• € 46 “ 4- ... 4- 

On continuerait de la même manière si l’on supposait une 
quatrième racine égale à a, , et l’on voit qu’en général si n 
racines deviennent égales ha,, on aura pour l’intégrale gé- 
nérale 

(5) j^e“‘*(A^'+B'x-4-C'x* 4- • . • 4-P'ar"“‘) 

4-c.+,e"*+'"^4 

66. On peut encore déterminer d’une autre manière 
l’intégrale générale, lorsque n racines a,, a,. . .a, sont 
égales. En effet, on ne connaît plus alors immédiatement 
quem — «-j-î intégrales particulières; et ce cas rentre 
par conséquent dans celui qui a été traité dans un des articles 
précédents. 

Soit le terme auquel se réduisent n termes de l’é- 
quation (3) , et considérons C comme fonction de x; nous 
aurons 
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|Jiny ^ 

-r^ = -f ma'"—* — e“ + . . 

rfx" ^ <£r 


«/■"C 
iir” ' 


</x 


ï= Cae"* + ^ e" 
dx 


jr = Ce"*. 




Substituant dans l'dquation (i) , les termes qui renferment 
C disparaissent en vertu de l’équation (a) ; ceux qui ren- 
ferment ^ disparaissent, ainsi que les suivants, jusqu’à ceux 


d—'C 


où entrent inclusivement, parce que la racine <2 an- 


nule les n — I premières dérivées de l’équation (2). D 
reste donc une équation en C dans laquelle l’ordre le plus 
élevé est m, et le moins élevé est n. Son intégrale générale 
fournirait m constantes arbitraires , mais nous n’avons be- 
soin que d’une valeur de C qui en renferme n , et c’est ce 
que nous aurons en posant 


d"C 

dx* 


d’où C = a' B'x P'.T"—' : 


ce qui conduit de nouveau à la formule ( 5 ). 

67 . Si le dernier terme V était fonction de x, on com- 
mencerait par le négliger, et l’on intégrerait l’équation (jt) 
comme nous venons de le faire \ puis on considérerait les 
constantes comme des fonctions de x , et l’on obtiendrait 
la solution complète de l’équation proposée par le procédé 
indiqué précédemment. Nous ferons observer sculemeut 
que si quelques-unes des racines a,. . ,a„ étaient imagi- 
naires ou égales , il serait convenable d’employer l’intégrale 
de l’équation (i) avec les modiBcations que nous avons 
indiquées dans ce cas. 

68. Les équations linéaires comprises dans la formule 



7 « 

suivante 
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4- A I N d'^-'j 

dx"' ax "b dx"'~' ' (ax b)" dx”^ "T"- 

+ — = O 

‘ ~ {ax 4- b)"' ’ 

s’intégrent généralement en posantj>" = (ax -f- S)"'. On 
trouve en substituant 

*(«- 1 )...(«- JW 1 ) a""-}- A«(«-i ). ..(«-m4-2)a''‘~'4-. . .-|-U=:o . 
Cette équation donne pour a, m valeurs . .x„,\ et si 

l’on désigne par c„ c,. . . c„ des constantes arbitraires , l’in- 
tégrale générale sera 

jr = c, {ax -f b^' + c, fax + b)‘’ 4-, . . 4- (ax 4. 

Le cas où l’équation en a aurait des racines imaginaires ou 
égales se traiterait comme dans les questions précédentes. 

Éliniination des variables entre les équations 
différentielles simidtanées. Intégration de ces 
mêmes équations. 

69. Considérons d’abord deux équations à trois varia- 
bles, X, Y, Z, et dans lesquelles on peut toujours supposer 
que les dérivées soient prises par rapport à la même va- 
riable indépendante , x par exemple -,j et z sont des fonc- 
tions de X qu’il s’agit de déterminer , et pour cela il faut 
éliminer l’une d’entre elles et toutes ses dérivées , afin de 
parvenir à une équation à deux variables , que l’on cher- 
cbera à intégrer par les méthodes précédentes. 

Proposons-nous donc d’éliminer j- entre deux équations 
dans lesquelles le coefficient différentiel de l’ordre le j)lus 

y d"' y d'z 

élevé par rap|)ort a j est , et par rapport à z , — ^ 

Supposons d’abord que ces deux expressions entrent dans 
chaque équation, combinées d’une manière quelconque 
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avec l«!s coefficients dilfiirentiels des ordres inférieurs, 
ainsi qüejj^, z et x. Soient ces équations 


de'" 




dx"' 

djy 

dx"' 


dz d^z \ 

’ ^ ’ dx ‘ " dx") 
dz d"z \ 

'"''di‘‘-dZ")~ 


O, 

O, 


Si l’on différentie ces deux équations un même nombre 
de fois quelconque, on introduira autant de nouvelles dé- 
rivées de / d’ordre supérieur à m , et un nombre double 
d’équations -, de sorte que si l’on effectue ainsi m diffé- 
rentiations, on aura 2m -f- 2 équations renfermant et 
ses 2m premières dérivées, et l’on pourra en éliminer 
toutes ces quantités par les règles ordinaires de l’algèbre. 
Leur système sera ramené à une équation de l’ordre m-f-n 
entre z et x , d’où l’on pourra tirer la valeur de z en fone- 
tion àex et de m-)-« constantes arbitraires , et à 2m-|-i 
équations dans lesquelles on substituera àz et à ses déri- 
vées leurs valeurs , actuellement connues , et elles ne ren- 
fermeront plus que et ses 2m premières dérivées. Élimi- 
nant ces dernières , il restera une équation entre et x et 
les m -)- n constantes arbitraires qui se trouvaient dans z. 

Ainsi en général , les Jonctions y et z renfermeront les 
mêmes constantes arbitraires , en nombre égal à la 
somme des nombres qui désignent l'ordre le plus élevé 
des équations par rapport ày et z respectivement. 

^o. Mais il peut arriver que les coefficients différentiels 
de l’ordie le plus élevé n’entrent pas à la fois dans les deux 
équations , et il faut alors modifier la conséquence précé- 
dente. 

Supposons que les coefficients différentiels de l’ordre le 
plus élevé soient dans la première 


d“'y d"z 
dx"' ’ dz" ’ 
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ot daU8 la seconde 

d'^'jr d^'z _ 

dx""' ’ dx*' 

On diffdrentiera m' fois la première équation , et m fois 
la seconde. On aura alors m-\- m! ■x équations renfer- 
mant jy et ses dérivées jusqu’à l’ordre m-j- m'. On pourra 
donc éliminer toutes ces quantités -, et il restera une équation 
entre 2 et x , dont l'ordre sera le plus grand des deux 
nombres m -j- a' , et m' -f- : et cet ordre est égal au 

nombre des constantes qui entreront dans la valeur de z. 
Substituant à 2 et à ses dérivées leurs valeurs connues, 
dans les m -f- m' -f- i équations , on en pourra éliminer 
les in -|- m' dérivées dej^ , et il restera une équation entre 
y, X, et les constantes qui entrent dans z. 

Mais il peut arriver dans certains cas que l’équation fi- 
nale en z soit d’un ordre moindre que la somme la plus 
forte m -1- n* -, et c’est ce qui arrivera lorsque l’élimination 
de y se fera sans avoir recours à toutes les équations dont 
le nombre est m -|- m' -j- a. Le nombre des constantes 
qui entreront dans z se trouvera diminué -, mais nous allons 
démontrer qu’en y joignant celle que y renfermera, leur 
nombre total sera encore m-\-n' . En effet , soit m-\-n' — r 
l’ordre de l’équation en z. Les équations qui auront été 
employées pour l’élimination, et qui proviendront de celle 

des équations données où entrait , ne devant pas ren- 
fermer de dérivées d’un ordre plus élevé que — r, 

il en restera r qui n’auront pas été employées -, et la déri- 
vée la plus élevée dey sera de l’ordre m-f-m' — r, puisque 
dans la dernière écpiation , se trouve celle de l’ordre 
m + m! . Les équations provenant de celle des équations 

données ou entrait ne devront s’étendre que justju’à 
relié qui renferme d"' ~^"~''z et sans quoi 
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on ne pourrait éliminer cette dernière différentielle i il res- 
tera donc encore r écjuations qui ne serviront pas à l’éli- 
mination -, et il faut observer que la dérivée de z la plus 
élevée, qui entre dans celles que l’on conserve, est d’un 
ordre moindre que dans l’autre suite d’équations , puisque 
m! -{-n — r est plus petit que m -f- n' — r. 

Ainsi le nombre des équations dont on fera usage sera 
-\- 7 , — 2/', et l’on en déduira l’équation de l’ordre 
/« -f- n' — r en z , qui fera connaître z en fonction de x et 
de — r constantes arbitraires. Or les dérivées éli- 

minées étant en plus grand nombre que les équations em- 
ployées , ce sont certaines fonctions de ces dérivées qui y 
entrent effectivement, en nombre égal à celui des équations 
moins une. Ces équations en donnent ainsi une entre z et x, 
et les autres déterminent ces fonctions en x, après la 
substitution de la valeur connue de z. Les équations qui 
renferment les dérivées d’ordre plus élevé, et qui n’ont 
pas été employées, ne renferment plus après , par la substi- 
tution de z, que x et les dérivées des memes fonctions dé- 
terminées par les premières. Elles ne peuvent donc rien 
ajoutera ce que l’on connaissait, et s’accorderont .néces- 
sairement à donner les mêmes valeurs en x pour les déri- 
vées de ces fonctions qui sont déjà déterminées. Le nombre 
de ces dernières fonctions est m-j-m'-f-i — ir , et l’on 
pourra en éliminer les dérivées les plus élevées de y en 
nombre — 2r. Il en résultera une équation entre 

X, y, et ses dérivées jusqu’à l’ordre r Inclusivement , et en 
l’intégrant, on connaîtra y en fonction de x et de r nou- 
velles constantes arbitraires , en outre de celles que z avait 
déjà introduites. Le nombre total de ces constantes sera 
<lonc encôre in H- n'. 

71. Si l’on n’avait en vue que de déterminer le nombre 
des constantes qui entrent dans les intégrales d’équations 
simultanées, et non de ramener la question à l’intégratiou 

b 


y 

/■ 
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d’une équation à doux variables, on y parviendrait bien 
simplement, comme il suit, par le développement de ces 
fonctions en séries. 

On peut toujours supposer que l’on tire de ces équations 
les valeurs des coellicienls dillérentiels de l’orilre le plus 
élevé par rapport à y et z, s'ils entrent dans les deux 
équations. 11 faut toutefois excepter le cas particulier, où 
l’élimination de l’un ferait disparaître en même temps 
l’autre. Les deux équations peuvent donc, en général, être 
conçues sous la forme 



jm-lj. 

d* 'z 


■ ■ dx"‘-'' ■ 

dx”~‘ 

dx- ~ 'V • 

d^-'y 

dx“'~' ’ ' 

d'—'z ' 
dx"“‘, 


d”~'Y 

si l’on prend arbitrairement les valeurs Ao y r 

~ ^ Z 

Z, .. . " , > dans lesquelles on fait x=o, elles .servi- 

ront à exprimer toutes les dérivées suivantes dey et z , 
pour la valeur x — o, et l’on pourra par conséquent dé- 
velopper et Z par la formule de Maclaurin. On voit 
que leurs expressions renfermeront m-|-7i constantes ar- 
bitraires. 


f d^z 

Si l’élimination de avait entraîné -p— , la seconde 
dx"' dx" ’ 


des équations précédentes serait d’un ordre inférieur à n. 
Ce cas est renfermé dans celui que nous allons traiter. 


72. Soit m l’ordre le plus élevé par rapport à y dans 


les deux équations. On tirera la valeur de 


équations et on la reportera dans l’autre , si cette dérivée 
s’y trouve -, il n’y aura plus alors dans celle-ci que des or- 
dres inférieurs à m par rapport à y. On en tirera la valeur 
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de la dënvt^e la plus elevéc en z , et l’on aura deux équa- 
tions de la forme 


fi) 

( 2 ) 


= F Z,... 

d^'z ^ f d'xy 

dx" N dx'^ dx^ '/ 


dans lesquelles on a m > -, et n<C.n' ou n > n' , 

1°. Soit «<[«'; prenons arbitrairement les valeurs de 

d”~'r ~ 's ». 1 I J / 

V . . — , Z , . . . ^ — , — r pour a: = O ; toutes les de- 

rivées supérieures seront connues pour la même valeur 
x=o, au moyen de celles-ci et des équations (i) et (a); 
de sorte qu’on pourra effectuer le développement dey et z. 
Le nombre des constantes arbitraires qui y entreront est 
m + n', et dans le cas actuel on a /n +«'>• w' -j- n. 
a°. Soit n > n', le développement de y exige que l’on 

connaisse les valeurs de z,. . . pour x = o. Or de- 
puis l’ordre «' elles devront être tirées de l’équation (a) et 
de ses dérivées jusqu’à l’ordre n en z ; ce qui conduira à 
l’ordre m'-\-n — n' eny. Or si l’on avait m'-j-w — n'>wi 

l'équation (i) ferait connaître au moyen des dérivées 

d’ordres supérieurs à m, et celles-ci au moyen d’autres 
plus élevées -, on ne pourrait done effeetuer le développe- 
ment de y. On doit donc avoir ?« -f- n' > /n' -f- n pour 
que le calcul précédent puisse faire connaître y et z; 
et dans ce cas le nombre des constantes est encore le plus 
grand des deux nombres m -j- n' ci nJ -\-n. 

73, Si l’on avait eu w'-j- 7 ?>w-f-n', on aurait tiré des 
équations données, représentées par (•) et (a), les valeurs 

6 . . 
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**e . cl ~r-z ; on aurait eu ainsi 
dx”' dx* 


dx‘“' 

d"z 

dx’‘ 


{f-jr, ••• 


r 

d^-'^ 

. 


dy 

■■ dx 
d’'~’z 


’î). 


„ O' . 


et les deveIop|>enienls seraient possibles , parce que les 
c'quations rentrent dans le cas précédent. 

^4* Supposons maintenant un nombre quelconque d’d- 
quations simultanées, qui doivent déterminer, en fonc- 
tion de X, les variables z, u, etc. Nous considérerons 
seulement le cas où l’on peut les concevoir résolues par 
rapport aux coefficients différentiels des ordres respec- 
tivement îes plus élevés par rapport à j" , z , 
savoir 

d”'Y d'z di’n 

• -, — . — ,etc... 

dx"‘ dx" dx’’ ’ 


Il est clair qu’au moyen des équations données, qu’on 
différentiera indéfiniment, il sera suffisant et nécessaire de 
connaître les valeurs que prennent y , z , u,. . . et leurs 
dérivées jusqu’aux ordres m — i, n — i , p — i,... in- 
clusivement, et dans lesquelles on fera a‘ = o, pour pou- 
voir effectuer le développement de chaque variable par la 
formule de Maclaurin. Ces constantes sont entièrement 
arbitraires^ et leur nombre est 

m n P ■+■ etc . . . 


y5. Au lieu d'employer le développement en séries , on 
pourrait se proposer d’éliminer toutes les variables excepté 
une, et de ramener ainsi la question à l’intégration d’une 
équation à deux variables. 

Supposons que les ordres des dérivées des variables 
soient rn, n, (/ , r. 
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DiiTt^rentions a. fois toutes ces équations dont nous dési- 
gnerons le nombre par K ; nous aurons en tout K« -}- K 
équations -, et les quantités à éliminer seront au nombre de 
/n-f-n-f- ... — I. Pour que 

ce nombre soit inférieur d’une unité à celui des équations, 
il faut qu’on ait a = /rt -f- n -(-.. . -f- <7 j d’où il résulte 
que l’équation entre x et la dernière variable sera de l’or- 
dre m -h n -f- .. . -f- <7 + /-. Ce uombre sera donc celui 
des constantes arbitraires qui entreront dans l’expression 
de cette variable. Le nombre des équations qui , conjoin- 
tement avec l’équation finale , remplacent le système des 
équations données , étant égal à celui des quantités éli- 
minées , il s’ensuit que , quand on y aura remplacé la der- 
nière variable en fonction de x, on en pourra tirer les 
valeurs de toutes les autres en fonction de x et des mêmes 
constantes arbitraires , dont le uombre est la somme des 
plus forts indices respectifs m , n,. . . (f ,r. 

y6. Considérons en particulier le cas où toutes les déri- 
vées sont du premier ordre. Les équations résolues ]>ar 
rapport à ces dérivées seront de la forme 

T?, X 


dx 

X, X 

/(*,.r. s,- •“); 


du 

= "’•••")• 

Si l’on désigne par K le nombre de ces équations , il 
faudra les dilférentier toutes K — i fois , et éliminer en- 
suite M et leure dérivées jusqu’à l’ordre K — i . On 

peut encore , dans le cas actuel , se borner à dilférentier 
toujours la même et substituer à chaque fois aux dérivées 
du premier ordre qui s introduisent, Icura valeurs tirées 
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des autres équations j on obtiendra ainsi . 

r / \ 

^ *,•••«)» 

^ =F,(.r,^, z,...w), 

^ = Z, 

0 

et il n’y a plus qu’à éliminer les variables z,. . .u qui sont 
au nombre de K — i . Il en résultera une équation de 
l’ordre K en y , qui donnera la valeur de cette variable en 
fonction de x et de K constantes arbitraires. Substituant 
cette valeur dans les K — i équations qui , conjointement 
avec l’équation finale , remplacent le système donné , on 
en déduira z,. . .u en fonction de x et des mêmes cons- 
tantes arbitraires. 

77. On peut ramener à ce dernier cas le cas plus général 
traité auparavant , dans lequel on suppose que l'on puisse 
exprimer les dérivées 

d'"j d*t ' dPu 
dx” ’ dx" ’ dxP ’ ' ' " 

au moyen de celles d’ordre inférieur. 

En eflfet , si l’on pose 


dx 

—y. 

II 

r" 

J 1 • 

t/yC"-») 

dx 


dz 


dz’ _ 



— zC*-0, 

dx 

= *', 

dx 

z*,.. 

dx 

du 


du' _ 


diAP~^y 


dx 


dx 


dx 


les équations proposées donneront les valeurs de 

dj-(-’"~0 dz^*~0 duO ’—') 

dx ’ dx ' dx ' 
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en fonction de x,y , y , z, z' , . . , z^"~'\ u, 

a',...u^'’~'KV!ia les joignant aux équations précédentes , on 
aura un système composé de /n -j- n + . équations 

du premier ordre que l’on intégrera comme dans le cas 
précédent. 


Équations linéaires simultanées. 


y8. Si ces équations sont toutes du premier ordre, on 
a un cas particulier de la dernière question-, c'est celui où 
les fonctions F, . y sont linéaires par rapport à 

y, Z,. . .U, et renferment x d’une manière quelconque : et 
il est facile de voir qu’ alors l’équation finale en y est li- 
néaire. • 

Quanta la détermination des autres inconnues, il est 
important d’observer que, l’élimination ayant lieu entre 
des équations du premier degré en z,. . .u, lorsqu’on 
connaîtra j , on tirera les valeurs de ces inconnues , de 
celles que l’on voudra des équations (i) elles-mêmes; car 
ces équations doivent être satisfaites, et de plus ne donne- 
ront qu’une seule valeur pour chaque inconnue. 

Si ces équations ne sont pas du premier ordre, on jjeut 
les traiter par les méthodes indiquées précédemment. On 
peut aussi les ramener à des équations du premier ordre, en 
posant, comme nous l’avons déjà fait, 


'(r_ 


dx 




dx 




*) 

dx 






et de même pour les variables z , . . ,u. 

On aura ainsi un plus grand nombre d’équations -, mais il 
y en aura toujours un nombre inférieur d’une unité au 
nombre total des variables, et elles seront linéaires et du 
premier ordre par rapport à toutes les variables. 


Ok: 


wCoogk 
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Si par exemple on avait les de&x liquations 

G 




. d^r r, d'z 

A j=T+® — + ^ ~ -i-D^ _4.tr + i* + H= o, 
dx' ( 

elles seraient remplacties par le système suivant 

àj , dz , 
dx ’ dx * ’ 

+ +Cy + D/+Er +Fz +H ^o, 

A' ^ + B' ^ + Cy + D'r'+ Ey + F'* + H' = o, 
dx dx 

Les deux dernières donneront ^ en fonction li- 

dx dx 

néairc dej/ , z', y, z -, et en opérant comme nous l'avons in- 
diqué, nous aurons quatre équations de la forme suivante : 

djr 


dx 


= J: 


^ =My + Nz' -+- Pr 4- Q* + H, 

^ = M'y + N'z' + py -f- Q'z + IV, 

^ = M'y' -t- N"z' -h P'y + Q'z -f- R*. 

On éliminera z, z', y entre ces quatre équations, et l’on 
aura une équation linéaire du quatrième ordre en y. 
Quand elle sera intégrée, on substituera la valeur dey 
dans trois des premières, et l’on en tirera la valeur de z qui 
renfermera les quatre constantes qui entrent déjà dans 
Si l’on avait suivi l’autre marche , on aurait différentié 
deux fois chacune des équations données , et l’on aurait eu 

six équations entre lesquelles onaurait éliminé z, " 
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On aurait ensuite substitut à sa valeur en fonction de x 
et de quatre constantes arbitraires , dans les cinq équations 
conjointes -, et l’on en aurait tiré la valeur de z en fonction 
de X et des mêmes constantes arbitraires . 


Équations linéaires simultanées du premier ordre , 
à coefficients constants. 

79. Ces équations peuvent être résolues par rapport aux 
dérivées des m variables j', i. . j les coefficients de ces 
variables seront des constantes données, mais les termes 
qui en sont indépendants peuvent être des fonctions quel- 
conques de X. Nous pouvons donc toujours donner aux 
équations la forme suivante 

dj 


(0 


^ -f A, J- -f- B, Z -) -f P,u = X,, 

^ + Aj^ -1- R,x -1-. . .-f- P,M = Xj, 


du 

+ -f- P„U = X„. 

On pourrait les traiter par les méthodes précédentes, et 
l’on parviendrait à une équation linéaire de l’ordre m à 
coefficients constants. Mais il est plus simple d’employer 
le procédé suivant. 

Multipliant ces équations , à partir de la seconde par 
les indéterminées 0 ,, 0 , ,. . .0m_i , puis les ajoutant, nous 
aurons 


dx 


+ (A, + A,e, -i- . . . -f- A„ô,_m )jr 
+ (B. + B,e, 

-MP. + PA+... + P«o„_.)« 

= X, X,5,-f- ... -}-Xm9m_,. 


Bis-- 


^5^oogIe 
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Or cette équatioD ne renfermèrait plus que la seule va- 
riable j -f-. . .-f- 9m-, II, si les rapports des coeffi- 

cients de r » ^ ) • • • « étaient respectivement 0, , 6,. . . 0„_, - 
et ces conditions détermineront , comme on va le voir , les 
valeurs de 0, . . Si l’on désigne par — a le coefficient 

indéterminé' de / , on sera conduit aux m équations : 

/ A, -f- A,ô, Am^m-, = U, 

1 B, -t- B,Ô, Bm^m—, = aê, , 

■ : 

\ P« + + + Pm^m-l ~ OÔm-i- 

Ces équations détermineront les m inconnues a, 0. . . .0„_, , 
et si l’on désigne par X la fonction connue 

X, -f- X,Ô, , 

l’équation (a) deviendra , en faisant 

( J' + +■• •+ 9m-. U = e, 

(3) { dv 


équation linéaire que l’on sait intégrer. Mais oceupons- 
nous d’abord de la résolution des équations (3). 

En laissant de côté la première, on a m — i équations 
du premier degré, qui détermineront 0., 0, . .Om-, en 
fonction de a; les reportant dans la première, on n’aura 
plus que l’inconnue a -, et il est facile de voir que l’équa- 
tion sera du degré m. En effet, si l’on réunit les coeffi- 
cients des mêmes inconnues dans les m — i équations, 
d’où l’on tire 0.. . .0m_, , on observera que a entre au pre- 
mier degré dans le coefficient de 0, dans la première, de 0, 
dans la seconde, etc... enfin de Gm-, dans la dernière; et que 
de plus il n’entre dans aucun autre. Donc le dénomina- 
teur commun des valeurs de ces inconnues renfermera a 
au degré m — i , et le numérateur, au degré m — a seu- 
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9‘ 

lemeut. Quand on fera la substitution dans la première et 
qu'on chassera le dénominateur , on aura évidemment 
une équation du degré ni en a. 

Actuellement , l’équation (4) donne 

V = €/“(€,+ /Xe—*dx) = J' -f- fl.z + . . . + 

Si l'on met successivement dans cette équation les m va- 
leurs de a , on aura à chaque fois des valeurs dilTéreutes 
pour 0, et l'on pourra prendre pour la cons- 
tante C des valeurs différentes arbitraires , puisque toutes 
ces équations subsistent indépendamment les unes des 
autres. 

On aura donc ainsi m équations du premier degré entre 
X et les m variables^, z. . .u. Les valeurs de ces variables 
en fonction de x renfermeront m constantes arbitraires, et 
seront de la forme 

é/= «, e"-'(C, -P/Xe- -'dx) .1 /Xe-“-'rfx) -f. .. . 

Les valeurs des constantes se détermineront très facilement 
si , pour une certaine valeur x^ de x on connaît les valeurs 
y, y z„,...u^ des fonctions y, z,...u. En effet, ou 
prendra, pour plus de simplicité, toutes les intégrales à 
partir de x^\ et si, dans la valeur de v trouvée ci-dessus, 
on fait X = X, , on aura 

Ce"» =J'o-|- e.Zo +. . . 4- Ôm_, «O , 

ce qui détermine la constante C relative à une quelconque 
des valeurs de « , 9. . . . On connaîtra donc ainsi les m 
constantes C, , C, . . . Cm. 

Si les seconds membres des équations (i) étaient nuis, 
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92 

on aurait seulement 


covns D analyse. 


jr = 

Z = CC.e"'^ 4-... 


Si l’on suppose toutes les constantes nulles , excepté 
une, on aura des solutions de la forme 

» 

j = C<t,e“'’= , z = CC,e‘''*. 

Les rapports des variables sont constants , quel que soit 
G ; et les valeurs générales sont formées des sommes de ces 
solutions particulières correspondantes aux divers expo- 
«ants a^. . ,a„. 

8o. Soient pour exemple les deux équations 

^ + A^ + Bz =0, 
dz . ,, 

^ + A.J-+ I5.z= O. 

Multipliant la seconde par 9, et l’ajoutant à la première, 
il vient 



d(j- + 0») 
dx 


f (A4■^>A.)J^ -KB + SB,)z = o. 


Posons 

+ A. + 6A, = — a, B+ÔB, = 

l’équation précédente deviendra 


— aO , 


(y) 


dv 

--«. = 0, 


et 9 sera déterminé par l’équation 

• B4-6R. 

— g — = A + 6A, , 
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(i) A.e* + (A — R,)0 — B = O. 


Soient 0,, 0, les deux racines de cette équation -, i', 

les valeurs correspondantes de p* ; a,, a, celles de a : on 
aura 

jr + Z = V,, + 0,z = K,, 

d’où l’on tirera 



Or l’équation (y) donne i' = Ce“^ ; et si l’on désigne par 
C, , Ca les valeurs de la constante C correspondantes à 
0, , 0, , les équations (e) deviendront 

^ __ C.Ôae“-'-Cafl.e“*' 

® “ = —ë:=îr. — "w; — • 


Si les racines de l’équalion (d) étaient imaginaires , les 
valeurs de j' et z se présenteraient sous une forme imagi- 
naire j et on leur donnerait la forme réelle , par les trarrs- 
formations ordinaires. Mais si ces racines étaient égales, 
les dénominateurs de et z deviendraient nuis -, alors les 
formules (^) seraient absurdes , à moins qu’on ne supposât, 
comme on peut le faire , que les constantes C^, C, de- 
vinssent égales en même temps que 0, , 0, -, et ces formules 

donnent les valeurs de y et z sous la forme 

Pour déduire des équations les valeurs relatives à ce 
cas particulier , on pourra supposer que les coefficients 
des équations (a) soient modifiés de manière que les va- 
leurs de 0 ne soient plus égales , et qu’on fasse tendre ces 
coefficients vers les valeurs dounées. Il suflSra de trouver 
les limites des valeurs àey etz, avec deux constantes arbi- 
traires, pour avoir la solution cherchée. On pourrait suivre 


cüuns ij’anai.'VSE. 

poiu' cela la même marche qui a êtê suivie precédemmenl 
dans un cas semblable •, mais il est possible d abroger le 
calcul par les considérations suivantes, qui sont applicables 
dans d'autres circonstances. 

On remarquera d’abord que les deux termes des frac- 
tions qui représentent J et z peuvent être regardés comme 
des fonctions de la variable 0, qui tend vers la limite 0, : 
car a dépend de 0 , par la seconde des équations S, et la 
constante C, tendant vers C, peut être considérée comme 
une fonction arbitraire de ô,, ayant pour limite C,. On 
pourra donc traiter les formules (Q d’après les règles ordi- 
naires relatives aux fractions qui se réduisent à ^pour une 

valeur particulière d’une lettre qu’elles renferment. 

Différentiant donc par rapport à 6, les deux termes des 
fractions qui représentent y et ^ , on aura 


et 


r/C, 


-f C^xe" 


d/7, 

df. 








et l’on aura les limites de y et z , en faisant dans ces ex- 
pressions 0, = 0, , a. = «, , C, = C, , et observant que 


dCs, 

5ë7 


sera une constante entièrement arbitraire, puisque C, 


est une fonction arbitraire de 0» Quant 



on en déter- 


minera la valeur 
qui donne 


au moyen de la seconde équation (ê) , 



On trouvera ainsi, pour le cas des racines égales, 

' i=(C— ^ =(C.~e.G -f e.C,A.a:)e‘'‘' . 
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8i. Si, dans les équations (i), les coefficients A,, 
A, , . . . Pi , P, , ... étaient fonction de x , la méthode 
employée devrait nécessairement être modifiée , parce que 

^ + 0, ^ “f" • • • 4" ^ lie serait plus la dérivée 

dey+0.r-|- . . . + vu que les facteurs 0, ..., 0„_, 

ne pourraient plus être constants. Néanmoins, on com- 
mencerait de la même manière , et l’on poserait 

r 4- ®|Z + • • • -f ®™_i" = ‘'i 

d'où l’on tirerait 


dx ' ' dx^ ^ dx dx dx dx 


L’équation précédente servirait à éliminer j de l’équatiou 
obtenue j en ajoutant les m équations, on égalerait ensuite 
à zéro les coefficients des m — i variables z , ... h, dans 
cette équation-, il en résulterait d’abord m — i équations 
non linéaires du premier ordre entre les in — i variables 
0, , ... 0 ,„_, , et en outre une équation du premier ordre 
en V, que l’on traiterait après la détermination de 0 , . . . 0m- 
Pour donner un exemple de ce procédé, qui n’ofl're pas 
plus d’avantage que la méthode ordinaire d’élimination , 
soient les deux équations 

+ + Bi=x, 

(") { . 

I ^ + Aij-f- B, 5= X.; 

multipliant la seconde par 0 , et l’ajoutant à la première , il 
vient 

(ù) ~ -j- 6^- -t- (A 4“ 6A,)^ -f- (B -f- 6B,)z — X -4- SX, < 
Posons 

y 6z , d’où j' = y — 9z f' 
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et 

dj" , f. dv M 

dx dx dx ^ ~dx ' 

l’ëquation (i) devient alors 

+ (A — B.)9-B]+{A+A,0).-=X+flX,. 

Si l’on égale à zéro le coefficient de , on aura , au lieu de 
cette équation , les deux suivantes 

^ + A,0* + (A - B.)fl - R = O, 

+ (A -i- 0A,)v = X + OX,. 

On commencera par chercher à intégrer la première , qui 
ne renferme que 5 et x ; et si l’on peut y parvenir, la se- 
conde donnera sans difficulté. 

8a. Autre méthode. Lorsque les derniers termes 
X, . . .Xm des équations (i) manquent, on remarque d'a- 
bord que la somme de plusieurs systèmes de valeurs de 
y. . .U, qui satisfont séparément à Ces équations , y satis- 
fait aussi , et que par conséquent il suffit de trouver m 
systèmes renfermant chacun une constante arbitraire. 

Pour cela on établira des rapports déterminés arbitraires 
entre les variables , en posant 

Z = ay,. . ,u = ftx-, 
d’où résulteront les équations suivantes 

^+jr(A, + B.« +...+ IV) = O, 

“ ^ + J' (Aa + B,« P,ft) s= O, 

+ .T' (Am -J- Bm* +• • • + Pmf*) — O, 
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pour que ces e'quations s’accordent , on aura les m i 

conditions 

A. + B,« +...+ P»« « (A, + B,ct q- . . . q. 


Am + B„« . .-f- ^ (A, q- B,« q- . . . _j_ p,^)^ 

ou, en introduisant une nouvelle inconnue a qui repré- 
sente le facteui- commun à tous les seconds membres , 


! A, -f- B,«e P,^ z= — a, 

A, + B»a -f- . . . + P,/u = — aa, 

; 

Am + Bm« q- . . . q- P„f« = Oft. , 

Si des m — ï dernières on tire les valeurs de ar, 6, . . . ju, 
on reconnaîtra, comme dans le cas précédent, que l’é- 
quation en a est du degré -, et il serait facile de prou- 
ver l’identité de ces deux équations en a , d’après la forme 
des équations (3) et (6). 

Pour chaque valeur de a on aura un système de valeurs 
de 0 (, S,. . et il ne s’agit plus que de connaître j, qui 
sera donné par l’équation 


dx 


— ax =: O, 


d’où J = Ce"-' , C étant arbiti’aire. On aura donc une so- 
lution des équations proposées en posant 

jr — Ce" , î -= C«e-'* .H =c ; 

on aura m systèmes semblables, en prenant pour a ses m 
valeurs -, ils renfermeront chacun une constante arbitraire , 
et en les ajoutant on aura la solution générale de la ques- 
tion , exprimée par les formules suivantes 

7 
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y» 


f jr = C,e“<^ + + . . . + C„c- 


ij — 
\ Z = 

U , 

\u = 


+ 4- ... 4* Cm«me* 


+ . . . + 

Si plusieurs des racines a,, a,, .. a„ devenaient égales, 
on agirait comme on l’a déjà fait en pareille circonstance, 
et les valeurs dey, z,... u contiendraient toujours m 
constantes arbitraires. 

83 . Il est facile de passer de ce cas à celui des équa- 
tions (i) ; il suffit pour cela de substituer aux constantes 
C, , C, . .Cm des fonctions de x, comme nous l’aTons 
déjà fait dans une circonstance analogue. 

Différentiant les équations (7) et reportant les valeurs de 

^ ^ dans les équations (1) , il ne restera que les ter- 

mes affectés des différentielles'de C, , . . . Cm, et les seconds 
membres X, . . .X». 

On aura ainsi 


dx 


y 


dC, 

dx 




r dCm 

dx 


= X,, 


dx ax dx 

On tirera de là” les valeurs de , . . . en fonction de 

UmC* 

X , et en les intégrant , on connaîtra C, . . si on les 
substitue dans les équations f 7), on aura les solutions géné- 
rales des équations (i), renfermant les m constantes qui 
proviennent des quadratures relatives à C,. . .C„. 
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Transformations propres à abaisser V ordre des 
équations. 

84 . Toute Équation linéaire de l’ordre m 
d”'r . d7'~’ y . _ 

peut s’abaisser à l’ordre m — i , en posant 

y tdr 

J= e-' 

En effet, on aura 
dx-'^ ' dF-^\ 

substituant dans la proposée , le facteur disparaîtra , 
et l’équation sera de l’ordre m — 1 en ï; mais elle ne sera 
plus linéaire. 

Soit , par exemple , 


on obtiendra 


j-ï+^* + B^=o, 


^ + A/ + B=o. 


85. Considérons maintenant une équation où n’entrent 
ni X ni J, mais seulement deux dérivées consécutives d’or- 
dre quelconque : 

^dx"—' ’ dx"J 

On posera —f, —p,eti\ viendra F(p, Ÿ^ = 0, d’où 
l’on tirera dx = f{p)dp et 

^ — ff{p)dp + Cx±(p (p). 

7* 
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Si Ton peut résoudre cette équation par rapport à /?, on 

« 

connaîtra fonction de x , et par une suite de qua- 

dratures on parviendra à avoir j en fonction de x et de « 
constantes arbitraires. Si l’on ne peut la résoudre, on ob- 
tiendra y en fonction de p de la manière suivante. 

L’équation — p donne 


= fpdx = fpjip) dp +C, 


intégrant toujours par rapport à x, et remplaçant tix par 
/"(^p") dp dans le second membre, on parviendra par une 
suite de quadratures aj== ^(p)- 

Éliminant p entre cette équatioaet x = (j)(p), on aura 
une équation entre y, x et n constantes arbitraires , qui 
sera l’intégrale générale de la proposée. 

86. Si par exemple on demandait la courbe dont le 
rayon de courbure est égal à une constante a , il faudrait 
intégrer l'équation 

S 





OU, en posant 




d’où 


dx — 


dx 


adp 


J > 


dx 


et X = 


ap 


+ c. 


On pourrait résoudre cette équation par rapport à p , mais 
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loi 


il sera plus simple d’exprimer en fonction de p \ on aura 
X = fpdx - a (-EÉL- = _ -—^= + C, . 

J (i+pr 


Connaissant ainsi deux intégrales premières de la propo- 
sée , il suffira d’éliminer p entre elles pour obtenir l’inté- 
grale générale , qui sera 


(x — cy+(jr — <^i)‘ = 


équation d’un cercle ayant a pour rayon , et le centre au 
point arbitraire dont les coordonnées sont C , C,. 

87. Considérons encore le cas où les ordres des deux 
dérivées* auraient une dififérence de deux unités 


F 






=P> 





multipliant par idp et intégrant , il vient 
d’où 

dx~(p{p)dp, x = ^(p), 

tp(p) renfermant deux constantes arbitraires. 

Si 1 ’ on peut résoudre cette équation par rapport à p, on 
connaîtra y par n — 2 quadratures, qui introduiront n — 2 
nouvelles constantes arbitraires. Sinon , on obtiendra y 

en fonction de p, en intégrant n — 2 fois l’équation 
d''~y 

= p, après avoir multiplié à chaque fois le premier 
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membre par dx^ et le second par son égal ^{^p')dp. L’ex- 
pression de^ renfermera ainsi n — 2 constantes arbitraires-, 
et l’élimination de p entre les deux équations qui donnent 
X et J-, conduira à une équation entre x, y ai n constan- 
tes, qui sera l’intégrale générale de l’équation proposée. 

88. En général , si l’on a 



d^jr d"y\ 

d.t"' ’’’ t/z”/’ 


• Y T* 

^ on abaissera l’ordre de n unités, en posant = p , et 
si l’on peut intégrer l’équation 


F 



d”~*p\ 

dx"—)’ 


puis résoudre par rapport à x, ou à p, on obtiendra l’é- 
quation en X et y par les mêmes moyens que dans les cas 
précédents. 

Mais^si l’équation était 


Ffr ... ^)=o 

dx dx”) ’ 


on pourrait , par le changement de la variable indépen- 
dante, la réduire à la forme 


. / dx d'”x\ 

V’ ^ = 


et l’abaisser eu posant 


dx 


= p. 


89. Lorsqu’on donne l’équation d’une courbe , ren- 
fermant l’arc s , et qu’on cherche celle qui aurait lieu entre 
X et jy seulement , il faut différentier l’équation donnée , 
remplacer par ^ dx'-^-dy^ , et éliminer s entre cette 
équation et la première -, on aura ainsi une équation diffé- 
rentielle entre x et y seulement. Si l’équation donnée peut 
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être résolue par rapport à ^ , il n’y a aucune élimination à 
faire après la différentiation. 

Soit, par exemple ,s‘^ay, d’où l’on tire 

' J. J. 

s z=a'‘ 

Différentiant , il vient 

ds , i i / dx^ 

Tr = i‘-^ ’ = V'+3F- 


on tire de là 


dx /« 

dr ~ V Xÿ ’ 


dj V 4j- 

équation d’une cycloïde rapportée à son sommet, et engen- 
diée par un cercle dont le rayon est g. 

Si l’on donnait une équation de la forme 


on poserait 


dx 




= P , d’où J = F {p). 


On obtiendra par la différentiation 


d’où l’on tire 


dx = 

V/i-hp‘ 

dy pdx 

V^I 

Si l’on peut effectuer ces deux quadratures , on obtiendra 
l'équation entre x elj , en éliminant p entre les deux 
équations obtenues. Si l’une de ces deux équations peut 
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être résolue par rapport à /a , il est inutile de eonuaitre 
l’autre , puisque l’on aura la valeur ^ en fonction de x 

ou de , et que par conséquent on aura l'équation finie 
entre xcty par une simple quadrature. Soit par exemple 

dy 

s = a arc tang 


La difl'ércntiation donne l’équation 
el par suite 


( • 


djr = 

Cette dernière s'intègie immédiatement, et donne 
J — C =— a( 1 T, 


d’où 


et en intégrant 


V a‘—(j-—cy’ 

(x—c'y + (j'—c-y — a'. 


C’est l’équation d’un cercle de rayon a , placé d’une ma- 
nière quelconque. Pour satisfaire à l’équation donnée , il 
faudra prendre pour origine des arcs , l’un des points où la 
tangente est parallèle à l’axe des x , afin que l’on ait 5 == o 


lorsque ^ = 


O. 


Intégration (les équations homogènes par rapport 
à X, J, dx, djr, cPjr. 

i)o. Soit 

(0 *•' (i’» dx, dj, d-j) = O 
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une équation de ce genre , et dont les termes sont tous 
Unis , ou inâniment petit du même ordre. 

Posons 

jr — ux, djr — pdx, d^jr = ^dx*. 

En faisant d’abord ces substitutions dans l’équation (i)) 
et ses différentielles auront disparu , et tous ses termes se- 
ront homogènes par rapporta x et dx. En effet, ils l’é- 
taient primitivement par rapporta x, dx ^ y ■, dy , d'y, et 
l’on a substitué à ces trois dernières' quantités des expres- 
sions homogènes du premier ordre , par rapport kx&\.dx. 
Et comme tous les termes doivent être du même ordre in- 
Gnitésimal , dx disparaît nécessairement , et par suite x. 
Donc l’équation obtenue sera de la forme 

W P, 9') = O, 

et donnera 




dx 


Or — peut s’exprimer de deux manières au moyen de a 


et P j car on a 
d’où 


udx 4 - xdu = pdx, 
dx du 


X P — U 

D’une autre part , on a 

r . dx dp dp 

-7- et par suite — =z ~ 

X dx X q Ç(p,») 

dx^ 

X 


-=ÿ « 

X dx 

Égalant les deux valeurs* de — , il vient 


( 3 ) 


du dp 

p—u ~~ (f{p,uy 
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équation différentielle du premier ordre qui, intégrée, 
donnera 

/> = 4 (u , c) , 


c désignant une constante arbitraire . 

On connaîtra facilement a: en fonction de u, puisque l’on 
aura 

dx du 

■r ~4(u,f)— u’ 

d'où , en désignant par c' une nouvelle constante arbitraire, 
et par I . (u , c) l’intégrale du second membre , 

X = c\{u, c) ; 

Y 

et comme « = - , on aura 



et l’on connaîtra ainsi l’intégrale générale de l’équation 
proposée. 

On agirait de la même manière si les différentielles pas- 
saient le second ordre. 

91 . Lorsque le second membre de l’équation (3) est de 
la forme 

udp 

on remplace l’équation (3) par la suivante 
dx udp 

^ ~ P(p)' • ■ 

qui devient, en multipliant par 

^ 

J' ipip)’ 

fl’ où l’on tire 
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1 .r = 

• ^ J <p{p) 

Effectuant l’intégration et désignant par c une constante 
arbitraire, on mettra^ sous la forme 


J = 

Si l’on peut résoudre par rapport à ^ , ou ramènera 1 é- 
quation à la forme 

dx = xir)dx, 


et l’on intégrera les deux membres. Sinou, l’on tirera des 
équations précédentes 


d’où 


dj 


^{P) <P(P) ^ 


X 


p Mp)dp 

J I^ip) ’ 


et l’on éliminera p entre cette équation , etj' = c | 

gi. Nous trouverons une application de cette méthode 
dans le problème suivant : Trouve!' la courbe dans la- 
quelle le rayon de courbure est proportionnel à la nor- 
male. 

On obtient immédiatement l’équation différentielle 


I + 




dy 


m étant le rapport du rayon de courbure à la normale. Le 
signe supérieur se rapporte au cas où le rayon de cour- 
bure est dans le sens de la normale, et le signe inferieur , 
au cas où il est en sens contraire. 

Posant 

J- =1 ux , djr = pdx , d'y=.'i- dx’’ , 
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on obtient 

« 

1 

I -4- »* =±: mua, d’où Q = —, 

‘ ^ ^ qp mu 

et par suite 

du mudp 

dquation qui ne réntre pas dans celles que nous avons inté- 
grées. Mais d’après la remarque faite dans le dernier nu- 
méro , on la remplacera par la suivante 
dx mudp 

d'où l’on déduit successivement 

dx mdp dj- mpdp 

y J- i+p‘' 

tn 

, »-f = ^ (' +;>’) =1. + 


J' = c(l+p‘) 



11 y a des valeurs particulières de m qui rendent cette in- 
tégration possible , savoir m = a, m =s i . Examinons 
successivement ces deux cas. 

I”. Soit mt=i , on aura 
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équation d’une cycloïde dont la base est située sur l’axe 

des X, et dont le cercle générateur a pour rayon - , dont la 

valeur est arbitraire. Et en efièt, on sait que dans toute 
cycloïde ainsi placée, le rayon de courbure est double de 
la normale. 

En prenant le signe inférieur , ou a 

. V 

dx = 77 => 

V X—c 

d’où 

^ • 

.r — c = i\/c(x^cŸ , ' 

ou 


J — 



équation d’une parabole dont l’axe "est perpendiculaire à 
l’axe des x. 

La normale se rapportant à une droite donnée , que l’on 
a prise pour axe des x , si l’on changeait cet axe , il fau- 
drait se rappeler que la normale doit être prolongée jusqu’à 
la droite donnée, et non jusqu’au nouvel axe des x. Mais 
on peut prendre 4’ origine en tel point que l’on voudra de 
cette ligne; par exemple celui dont l’abscisse est c'; ce 
qui revient à faire c' = 0 : on a ainsi ^ 


x’ 



et il est facile de vérifier que, quel que soit c , la parabole 
représentée par cette équation a son rayon de courbure 
double de la normale et dirigé en sens contraire. 
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2 °. Soit nt = I , r<5quation difTereulielle de la courbe 


sera 


dx 



En prenant le signe supérieur, il vient 


d’où 

ou 


dx = 


.r<r . 

v/ C*— J-* ’ 


X c' = ^/c' J'” , 

4- (r — c')‘ z= c’ , 


équation d’un cercle quelconque ayant son centre sur l’axe 
des X. Et l’on voit en effet qu’alors le rayon de courbure 
sera toujours égal à la normale, et dirigé dans le même 
sens. Sil’on prend le signe inférieur, on trouve 


d’où 



X 


r 

C 


-,l 

c 


Remplaçant x — c' par x , on obtient 

X * 

J'-i- 1/^’“— c’ “rf” 

qui se réduit à 

C’est la courbe que l’on nomme chatnette : elle est sy- 
métrique par rapport à l’axe desj^, et son sommet est à la 
distance c de l’axe des x. Il est facile de vérifier que son 
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rayon de courbure est égal à la normale et dirigé en sens 
contraire. 

Une des équations que nous venons de traiter, peut être 
intégrée plus simplement, par une considération particu- 
lière : c’est celle que l’on obtient en supposant m == t , et 
prenant le signe supérieur-, on a alors 


d' Y , dr^ . 


dx 




Les deux premiers termes formant la dérivée dey ^ , on 


aura , eu int grant , 


dr 

et en intégrant de nouveau, 

.r’ 4- (-ï — f)" = c, 


équation qui ne diflère pas de celle que nous avions déjà 
trouvée. 


Intégration par séries. 

93. Nous avons déjà vu comment on pouvait, au moyen 
des théorèmes de Taylor et IVràclaurini développer en sé- 
rie l'intégrale d’une équation différentielle d’un ordre quel- 
conque. On y parvient encore au moyen des coefficients 
indéterminés. Nous allons donner quelques exemples de 
l’une et de l’autre méthode. 

Considérons d’abord l’équation 1 ■ ■ ■ 

d'Y dy , ■ 

. . • ^ 

■ S- . ■ ’ » . r' . ft a: ‘ * - 

>*!• ‘.fK'v \ 


ou trouve en la différentiant 



I I 2 
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dx^ 

d*y 




3*: 

dx‘ 


dr 


X — — 

dx* ^ 


4 


d^r 

d^ 


I d'r , -, 


dx 




+ ('”+') H-'ix 


^~'jr 

dx"'~' 


+ (»«— i)n 


d^~~*y 

dx^--^ 


O. 


4 


Faisant x = o dans tontes ces équations, on a 


dy d^y n d^y d^y n 

dP~^' d:^~S^'‘” 


d^Y , 

et en général , si m est impair, = o -, et s’il est pair, 
d"'y ny nr . 

-r-L = r ~» ou — , suivant qu ü est , ou non , 

dx" m+i m+i’ 2 > » 

divisible par 4- 
On tire de là 

( nx^ , n'a:* n’x' \ 

‘ ~T70"^ 1.2 3.4.5 — 777777^ + •••/ 

sin .X n 

= J'o 

xy n 

Ainsi , en représentant par G la constante arbitraire 
Jo 

C sin.xt/ n 


Cette expression ne renfermant qu’une constante , n’est 
pas l’intégi-ale générale ; elle donne seulement celle qui 
peut se développer suivant la formule de Maclaurin. 

Connaissant une intégrale particulière, on aura l’inté- 
grale générale en regardant C comme fonction de x j et 
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Ton sera conduit , d’après la méthode exposée précédem- 
ment, à une équation linéaire du premier ordre. 

On trouve d'abord , en substituant la valeur de y dans 
l’équation proposée , 


d‘C /— dC y— 

--fat/ 71 — cota:V'n = o; 


dC 


posant -^=p , on parvient à 


pz= 


C, 

sin'arV/ ti’ 


C, étant une constante arbitraire; on déduit de là 
C = C' -}- C" cot xl//ï , C' et C" étant des constantes ar- 
bitraires. L’intégrale générale de la proposée est donc 

C' sin a: l/« -b C" cos x\/ n 
( 2 ) . 


94. Si l’on employait la formule de Taylor, au lieu de 
celle de Maclaurin, on obtiendrait l’intégrale générale, 
comme nous l’avons prouvé précédemment. L’équation (i) 

ferait connaître la valeur de en fonction dej^, 

relatifs à la valeur arbitraire x, ; et ses dérivées successives 

feront connaître (^) , etc..., ce qui déterminera le dé- 


veloppement de_y suivant les puissances de x — x„, ren- 
fermant deux constantes arbitraires. Il est facile de vérifier 
que cette valeur de y coïncide avec celle que donne 1 é- 
quation (a) , en la développant par rapport aux puissances 
de X — X,, aj>rès l’avoir mise préalablement sous la 
forme 


1 14 coms d’aiulvse. 

Intégrons maintenant la même équation par la mé- 
thode des coefficients indéterminés. Soit 

jf = a^3^ H- fl,ar^ + -J- - 

La série étant ordonnée par rapport aux puissances crois- 
santes de X , on en déduit 


ny = «a,x“ -J- na^x^ ■+■ nOiX^ -t- . . . , 

= aa,«x*~“ +3a,Cx^~^ + aajya:>”"* 

X ax 

^ =«,*{•— 0 **“’ 4 ayy(y—l)xy^+. . . 

La somme des seconds membres de ces équations doit être 
nulle, quel que soit x , en vertu de l’équation proposée : 
ce qui exige que les coefficients des termes de degrés dif- 
férents soient nuis séparément. 

Le plus faible exposant est a — a -, le cftfficient du 
terme total de ce degré donne la condition a (a -f- 1) = o, 
équation à laquelle on satisfait par a = — i ou a = o. 

1°. Soitâc=:; 1. Le terme na,x'‘ne pouvant disparaître 
de lui-même, doit se réduire avec d’autres -, il faut donc 
que a ne soit pas inférieur àê — a. Si S — 2<^a, il 
faudra 6 (6 -f- 1 ) = o pour que les termes de degré 6 — a 
se détruisent, ce qui ne donne que 6=0, puisque 6>«. 
11 faudra ensuite que l’on ait 

y — 2 = é' — 2 = etc.. . ; 
les coefficients donneront les conditions 


«syCv 4- ') 4- — o, i) na, = o, etc... 

On tire de ces diverses équations 

— '» fï=0, y=I, ^z=2, etc. . ., 

a,n a.n* 
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= — 


I .2.3 


,06 = 




.2. 3 . 4. 5 ’' 


Il y a donc deux constantes indéterminées a,, a,, et la va- 
leur de y est 

— ' -^1 \ 

'' '\x 1.2 ■^1.2. 3 . 4 J. 2. 3. 4.0 ) 

f nx' n'x^ \ 

H' “ 77173 1.2. 3. 4 . 5 ~ • V» 

ou 


a. 


a, cosxl / n , l/ n 

jr = 1- iL_ 


sin xj/ n 


solution identique avec celle que nous avions déjà trouvée. 


Nous avons pris S — 2 <[ a , mais nous aurions pu 
prendre 6 — 2= a. Dans ce cas, nous aurions trouvé 


€t COSiST Tl 

seulement^ = — — — , ce qui n’est qu’une intégrale 


particulière. La solution n’aurait été complète qu’en consi- 
dérant l’hypothèse « = O que nous avons déjà indiquée, et 
que nous allons examiner. 

2”. Soit a = o. Dans ce cas on ne peut avoir ê — 2 
parce que le coefficient de devrait être nul , ce qui 
donnerait 6 ( 6 -f« i ) = 0 , équation impossible puisque 
6 >«. On aura donc 6 — 2 =3 x, et par suite y — 12=6... 

Les exposants ont donc les valeurs suivantes 

« = O, C = 2, y = 4, etc...; •' 


les coefficients seront 


a.n 


r.2.3’ 


Oi = 


a.n* 


I .2.3.4-£> 


, etc. . . 


* . -1 ■■ 
• - • V 

' _ > V • — «A'ÿJ: 




8 .. 


1 16 

et par suite 
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On ne trouve donc encore qu’une intégrale particulière , 
puisqu’il n’y a qu’une constante arbitraire. Réûnie à celle 
que nous avions trouvée en dernier lieu , elle donnerait 
l’intégrale générale. 

96. Soit encore l’équation 


posons 


d^r I dr 

dP i di~^ 


^ — A,ar* -f- -f- A. 3 X> 


on aura 


- ^ ^ -f* ^ -j- “+•••> 

X dx 

pL =A,«(--i)x— =*+A,e(e-i)xf-’+A3v(y- i)V-»4-..- 


La somme des seconds membres de ces trois équations 
doit être identiquement nulle en vertu de l'équation pro- 
posée. Les termes renfermant doivent se détruire , 
ce qui donne «(a — i)-}-a = oou« = o. 

Les termes renfermant x'~'^ ne sauraient , dans ce cas , 
être de degré inférieur à a ; car leurs coefficients donne- 
raient 6 = 0, ce qui ne peut être. Donc 

ff — ?.=.■:«, y — 3! = C , elc . . . 

Ainsi 

a = 0 , C = 2 ^ y;=4> ^=6, etc . . . 

Les coefficients donnent les conditions 

Agff* -J- A, = O , Ayy^ -f- A, = O , etc. . . , 
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et par suite 

( x^ x^ X® \ 

' “ • • ) 


On ne trouve par ce procédé qu’une intégrale particulière, 
puisqu'il n’y entre qu’une constante arbitraire. 

97. En appliquant le même procédé à l'équation 




on trouvera 


jr — A.f^x a 4- ^. 3 2\3K4 a\3’.4-.5"‘j’ 


ce qui n’est encore qu’une intégrale particulière; d’où l'on 
conclut que l’intégrale générale n’est pas développable 
suivant les puissances positives ou négatives , entières ou 
fractionnaires de x. 


Intégration des équations différentielles au moyen 
des intégrales dffinies. 

98. Nous avons donné des moyens pour ramener , dans 
certains cas, l’intégration des équations différentielles à 
celle de fonctions de a: ou de^ seulement. Quand cela n’est 
pas possible, on cherche quelquefois à ramener le problème 
à l’intégration d'une fonction renfermant x et une autre 
variable, par rapport à laquelle on intègre entre des limites 
déterminées, en regardant x comme une constante. Cette 
forme d’intégrale définie, donnée à y, est souvent utile dans 
les questions de physique mathématique; et clic le serait 
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bien davantage encore si l’on avait des tables qui fissent 
connaître la valeur de cette intégrale pour une valeur quel- 
conque de la constante x qu’elle renferme. 

99. Le moyen que l'on emploie le plus ordinairement pour 
obtenir ainsi la valeur de y, consiste à développer d’abord 
cette valeur en série , et à sommer cette série , lorsqu’on 
peut reconnaître une relation simple entre son terme géné- 
ral et l’intégrale définie du terme général du développe- 
ment d'une fonction connue de x et d’une autre variable, 
par rapport à laquelle se fait l’intégration. C’est ce que 
nous allons éclaircir par des exemples. 

Soit l’équation 


(I) 


dr* 


m dr , 


qm se présente dans beaucoup de questions de physique et 
de mécanique. En l'intégrant par la méthode des coeffi- 
cients indétermmés, on obtient les deux séries suivantes , 
qui fournissent chacune une intégrale particulière : 


jr=z\ a 


G> 


«H-3 


(O- 


•i4*5 


i.(— ot+ 3) i.a.(— m-f-3)(— 

— ' 1 

I .a. . ./>.( — »»+3)( — m+5 ). . .( _J’ 

)(m-f-3) 


t ~ f \ » » 

r - ^ 

' J'— ^ i.a.(m+0 


(0 


I . a . 3 (m4- 1 )(»i4-3)(m-î-5) 


~h- • • 


+ - 


(-5)' 




I .a...p.(m-i-i)(m^-3)...(m-f-2/» 
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Si l'on ajoutait ces deux valeurs dey, on aurait l’intégrale 
générale renfermant deux constantes arbitraires Â et A'. La 
première de ces deux séries devient illusoire lorsque m est 
up nombre positif impair , et la seconde lorsque m est un 
nonabre négatif impair. Ainsi , dans tous les cas , l’une des 
deux subsiste, et l’on sait comment une intégrale par- 
ticulière étant connue , on pourra trouver l’intégrale géné- 
rale. Si l'on désigne par l’intégrale connue , l’intégrale 
générale sera donnée par la formule 

Pour obtenir une série de même forme que la seconde des 
deux précédentes , considérons d’abord le développement 
suivant : 


, . «^COS** «É+COS<«( 

cos («COS<»)=r 1 f- 


I .a.3 .4 


, (-•‘)f’COS=S , 

*• • • "l****> 

I .2.0...2/7 


multiplions les deux membres par sin '""'«r/w et intégrons 
entre 0 et n , en supposant toutefois m positif, sans quoi 
l’intégrale serait infinie. En ayant égard à la formule sui- 
vante , qui s’obtient par les procédés connus de réduction , 


( cos 

»'o 

et dans laquelle il faut > pour la même raison , supposer 
P > — I , on arrivera à l'équation 

r co8(*cos^)sin"“*«iif«t=s f — ... 

J O 


1 .2 3. . .p.(m-f<i)(m-f> 3 )...(m-f il 


+ 
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' ou, enposanta = arV^w, et mettant j siu"~‘(ùd(ù en fac- 
teur, 

J cos (xl^n cos âi) sin '""'*</• ■=. sin ’"~'udti 

° (?)■ 


a 


+ 






ce qui n’est autre chose que notre seconde série , à un 
facteur constant près. L’intégrale qu’elle exprime peut 
donc se mettre sous la forme suivante 

jr z=B J' cos (x t/ n cos •) si 11 

pourvu que l’on ait m > o. 

Quant à la première série , qui peut s’écrire ainsi , 




nx^ 


■H-i 

1 

2 

J 

K-r) 



I .(-t»+3) 

^ i.2.(-m-p3)(-i 




+ 


1 m+ 3 )(— m-J- 5 ). . m+a/j-f-i) 




on voit que la série comprise entre les parentlièses ne dif- 
fère de la précédente que par le changement de m en 
— TW -j- 2. On pourra donc mettre cette dernière équation 
sons la forme suivante, pourvu que l’on ait tw <1 2 , 

jr szB, j cos (xV^Ticos») siti'~'"*d»i, 

B, étant une constante arbitraire. L'intégrale générale de 
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l’i^quatiou (t) sera donc 

S r=B / cos(arl/n cosii) sii) ""'«A» 
cos (x|/n cos •) sin 

toutes les fois que l'on aura les deux conditions 
7m]>o, m 

Si m est en dehors de ces limites , une seule des deux in- 
tégrales subsistera , et l’équation (3) réduite à l’un de ses 
deux termes ne donnera plus qu’une intégrale particulière. 
Dans ce cas, l’équation (a) fera connaître l’intégrale générale. 

Considérons maintenant les deux cas particuliers cor- 
respondants àm = oet7n = a. 

loo. Soit d’abord m=>o,ce qui réduit l’équation pro- 

posée à -\-njr On devra se borner à la seconde 
partie de la formule (3), et l’on aura l’intégrale particulière 

cos {x\/ n cos a) sin •</« . 

Effectuant l’intégration et représentant par C une cons- 
tante arbitraire , il irient 

= Csiiix l/«. \ 

La formule ( 2 ) donnera par suite , en représentant par G, 
une seconde constante arbitraire, 

(4) j-s=Camx \/n -^Ctcosx \/n. ' 

On serait arrivé plus simplement à ce résultat en traitant 
directement l’équation ^ 

^ = "• 
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En op^nt comme nous l’avons indiqué pour les équa- 
tions linéaires à coefficients constants, on trouve immédia- 
tement la formule ( 4 )> 

loi . Soit maintenant m => a , et par suite 


( 5 ) 


d*r , 2 dr 

3?+ÎS + "^ = “‘ 


on ne conservera que le premier terme de la formule ( 3 ) , 
et en effectuant l’intégration , on trouvera 

C sin ar t/n ‘ 

= i • 

D'après cela, l’équation (2) donnera pour la valeur de 
l’intégrale générale , 

C sin a: V^n -f- C, cos x {/ n 


On aurait pu traiter directement l'équation ( 5 ) , et poser 
r = — ; on obtiendrait ainsi 
d’u 

+ «“ = O. 


d’où 


et par suite 


« =: C sinxV/n C, cosxV^n, 




c sin xÿ ' n -I- C, cos x t/n 


102. D est un antre cas particulier qui exige un artifice 
analogue k celui que nous avons plusieurs fois employé 
dans certains cas de racines égales : c’est celui où l'on a 
m = I *, les dllx parties de la formule ( 3 ) se réduisent à 
une seule , et l’on n'a plus qu'une intégrale particulière , 
bien que la valeur de m tombe entre les limites o et 2. On 
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pourrait bien encore recourir à la formule (a); mais on ob- 
tiendra beaucoup plus simplement l’intégrale générale de 
la manière suivante : 

Remplaçons m par i à dans la seconde partie de y y 
dans la formule (3) -, elle devient , 

B, cos (x V/ n cos *) (sin ; 


or 


x~* = 1 — ^l. ® *1* , ^2 


t'x — . . • , 


(sin a)~* = I — /l. sin* + — l* sin- — ... ; 


d’où 


x~* (8in-)”^= I — J'(l.x-f-1.8in-)-f-etc.; 

et la seconde partie de la valeur de y devient , en négli- 
geant les puissances de d supérieures à la première, 

cos(x n cos •) dm 

— 8,/“ J cos (xV^n cos •) (1. X -t- 1. sin •)</-; 

la première partie de y devient de même 

ÿj' coa(x^ncosm')dm-^BS'J' co8(xV/nco8-)l.sinW-. 

Ajoutons ces deux expressions et posons B + B, = C , C 
désignant une constante arbitraire, on aura 

y=sC ^*cos(x\/n cos-)rf- 

^ (B — C)^ f cos (x^''ncos-) (l. x-f- 1. sin *) dm 
Jo 

^ ” COS-) I sin mda . 
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Supposons maintenant que â tende vers zéro , et B J vers 
une constante arbitraire C, -, on aura pour la valeur com- 
plète de,^, en passant à la limite, et observant que 
l,x-j- 2 I. 8inci) = l. (arsin’cü) 

J = -f: cos (x n co8«)d« 

+ C,f\os{x\/n cos«)l. (xsin*«)d«. 


Telle est l’intégrale générale de l’équation 


io3. U est bon de remarquer que toutes les fois que 
m sera un nombre pair positif ou négatif, l’une des deux 
parties de la valeur de^ donnée par l’équation (3) , pourra 
s’exprimer sans aucun signe d’intégration -, quant à l’autre, 
elle disparaîtra , vu que m sera en dehors des limites o 
et 2 . Pour le démontrer, désignons en général par Ap l’in- 

tégrale définie J cos ( X cos c<> ) sin^ b) dut -, l’intégration 

par parties donne la relation suivante, en supposant 


_ {p— i)(A> — 2 ) 
Ap — 5;i— 


(yg — 0(/> — 3) 


A’ 


V-4- 


Si P est un nombre pair, on parviendra, au moyen de 

cette formule de réduction , à A. ou J cos (X cos w) dut, 

qui ne peut être obtenu exactement en fonction de X. Si 
au contraire p est impair, Ap est ramené à A~ et A, qui 
peuvent être calculés exactement et ont pour valeurs res- 
pectives 

, 2 sin A , 4 , • , 

A, = , A3 = —(8111 A — A cos A); 

A A3 
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d’où ir résulte que l’une des deux intégrales particulières 
qui entrent dans l’équation ( 3 ) pourra toujours être ex- 
primée en X, sous forme finie , lorsque m sera un nombre 
impair positif ou négatif. 

104. On peut encore présenter l’intégrale de l’équation ( i), 
sous une forme qui est souvent préférable à celles que nous 
avons considérées jusqu’ici , et particulièrement lorsque m 
est un nombre pair positif ou négatif. 

Posons 

J ■=. -f- A.x""*"' ç'x + -4- etc., 

les constantes a , A , Â, , A, , etc. , étant indéterminées , 
ainsi que la fonction 9>(x), dont nous désignons les dérivées 
successives par ij>' (x) , <p"(x) , etc. Substituons aette valeur 
dey dans l’équation (i)> et cbercbons s'il est possible d’an- 
nuler les coefficients des diverses puissances de x qui se- 
ront en évidence. 

En différentiant deux fois de suite y, on trouve 

fn Jy 

- ^ 'ÿ'(x) -f- mA. (« + a)x“f“(x)+elc. , 

+mAx« ’f'(x) -4-mA,x*y"(x)+ete., 

^ = A»(*— i>x>'-~’f(x)+A,(«+i)»x»— 'f'(x)-|.A,(!t+aXK+i;.r*y*W+etc., 

+aA«x“ VW + 0^f”W+etc. , 

-t-Ax*f*(x) +elc. 

Si nous substituons ces développementsdansl’équation(i), 
et que nous égalions à zéro le coefficient du terme général 
qui contient nous trouverons 

+ = o; 

et pour que cette relation entre ^(x) et 9'~’(x) soit plus 
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ia6 

simple et ne dépende pas de p , nous poserons 

(a4-p + m— i)A, + (2« + a;> -f m — a)A,_, = o. 
d’où il résultera 

Ç^{x) + n^-'ix) = O, 

équation à laquelle on satisfera , quel que soit le nombre 
entier p , en posant 

q>\x) + Tupix) = O, 

d’où l’on conclut 

ç{x) = Ctmx^n + G cosx^ n, 

C et C' étant des constantes arbitraires. Mais ce calcul ne 
s’applique pas à tous les termes de la série qui résulte de 
la substitution de la valeur de jr dans l’équation (i)-, il 
suppose que p soit au moins égal à 2 , et il est nécessaire 
de considérer à part les deux termes qui renferment les 
puissances a — i et a — 2 de ar. En égalant à zéro leurs 
coefficients respectifs , on obtient 

•(« — i) -f. = O, A,(«4->) + -f. A(m+ 2«) = 0 . 

La première donne 

« = o, ou «=i — m, 
et la seconde conduit , dans l'un et l'autre cas , à l'équation 
A. = — A. 

Examinons successivement les développements corres> 
pondants à ces deux valeurs de a. 

i”. Soit « = I — m ; 
la relation générale entre Ap et Ap_, devient 

+ i)Ap = (m — 2/>)Ap_, . 

En changeant successivement p mp — 1, p — 2, etc. , 
on déterminera Ap en fonction de A, 5 et cooune A.=^A, 
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on connaîtra le coefficient général Â, en fonction de Â qui 
restera indéterminé , mais que l’on pourra prendre égal à 
Tunité , à cause des constantes G, C'. 

On trouvera ainsi 

A _ (m—ip+T ) . . . (w— 4) I 

' {p — m+i) (p — m),..(3 — m)'i.‘x...p' 

et la valeur dej^ aura pour expression 


+ 


c’ "■ Csina:t//i+C'cosa:l/n-x-^ ^ — -‘'-f-... 

(m-4)..-(n»-xp) ( — xy d''fC sin xV/n +C'co8xV//i)~| 


(77i-3)...(m-p+i) I ,:i...p 


dxf 


■J- 


Lorsque l’on trouvera pour un certain coefficient hp une 
valeur égale à xéro , la série arrêtée au terme précédent sa- 
tisfera à l’équation différentielle, et ï intégrale générale 
sera donnée par un nombre fini de termes. Cela arrivera 
toutes les fois que m sera un nombre pair positif. 

a’. Soit maintenant x = o-, la relation entre A^_, et A,, 
devient 


i)Ap= — 


m-\-^p — a 
p{m+p—i)' 


d’où l’on tire, en supposant encore A=& i , 




(m-l-a)(m-l-4). . .(m-f a^ — a) ( — iV 

(TO-f-i)(m+a). . .(m+p — i) 


et la valeur de_y sera 

d{CsinxV/«-fC'cosxt/n) . 

■s= C sinx y n-\-C cosx V n-x^ — 

dx 


+ 


{-xy {m-\-a){m+^ )...{m~\-^p- a ) <^(C sin x y n-f-C'cos x y n) 
i.a...p (m-f- !)(»»+ 2). ..(ns+p-') Si? 


+ ... 


On arrêtera cette série, comme la précédente, au terme 


0 
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dont le coefEcient sera nul ; ce qui arrivera si m est un 
nombre pair négatif. D’où l’on tire cette conséquence im- 
portante, que l’in/ég'ra/e générale de l'équation {i) peut 
toujours s'exprimer par un nombre fini de termes lorsque 
m est un nombre pair positif ou négatif. 

io5. Équation de Riccati. L’équation non linéaire que 
l’on désigne ainsi , est la suivante 

dy 

= bx". 


du 

Si l’on pose , avec Euler, y = ^ , 
ab = A, 


d‘u 

— = Ax'"u, 
dx’ ’ 


on obtient, en faisant 


et tout se réduit à intégrer celte équation linéaire du 
second ordre : car la valeur générale de u sera de la 
forme 

U Cu, C u, , 

G et G' étant des constantes arbitraires. 

Il en résultera 


du 

dx 


P d-u, , du^ 


et par suite 

P du, dut C du, dut 

I dx dx ^ I C' dx dx 

^ ~a "Ch, -t- C'«T ' ~ H ~C 

Q'“* + “* 


Cette valeur de renfermant une constante arbitraire p; , 
sera l'intégrale générale de la proposée. 

Il reste donc à Intégrer l’équation 


d’u 

dx' 


= Ax'"u. 


Digitized by Google 



SECONDE ANNÉE. 


129 


On peut ramener cette équation à une autre de la forme de 
l’équation (i), en changeant la variable indépendante x, et 
posant xr=ikz \,kGlp étant des constantes indéterminées. 
On trouve ainsi 


k* 


./»(/»—») du . 

^-Ax"u=o. 

Les deux termes extrêmes ne renfermeront plus x, si l’on 
posea;» — 2=m,d’où;;=”-|-i, et qu’on divise par 

X”. Si l’on divise en outre par , et qu’on exprime x 
en Z , on obtiendra 

d‘u . m I du Ak‘ 


- m I du 
dt‘ m-j-2 ’ Z "dz 


(”+•)' 


M =: O : 


et si, pour simplifier cette équation, on détermine /t pr 
la condition 


L 

1 + ' 


on aura a intégrer l'équation suivante 




dz^ Z ‘ dz 

*» 

qui rentre dans 1 équation (r) en y changeant m et // en 
et — r . Ce qui donne lieu aux conséquences sui- 


\m -t- 2/ du 


« = O. 


m 
m 

vantes : 


>*• est un nombre pair positif ou négatif, les 

deux valeurs de u , pourront s exprimer par un nombre 
fini de termes en a , et par suite en x. 

y 
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Soit donc 


m T- a 

l'étant un nombre entier positif-, on en tire 

rp4i 


m = 


± at — I ’ 


les signes supérieurs se correspondant , ainsi que les infé- 
rieurs. Cette expression se réduit à la forme suivante 


- 4 » 

m = ■ 

3f ±I 


Ainsi l'équation de Riccati pourra s’intégrer complètement 
lorsque m sera renfermé dans cette formule. 


a®. Si — est eompris entre o et a , la valeur générale 
de U pourra s’exprimer au moyen de la formule ( 3 ). On 
voit d’abord que si m est positif, est nécessairement 

compris entre 0 et 2 , et l’équation de Riccati s’intégrera 
par le moyen de deux intégrales déBnies simples. 

Si m est négatif, soit m = — m' , on aura 

m' ^ ^ 

—, >.« , —7 <; 2 : 

m — 2 m — 3 


la première exige m' > 2 , et la seconde , m' > 4. Donc 
on intégrera encore de la même manière l’équation de 
Riccati lorsque m sera compris entre — 4 — 00 • Ce 

n’est donc que pour les valeurs de m comprises entre o 
et — 4 » l’intégrale cherchée ne pourra s’exprimer an 
moyen de deux intégrales définies simples. 


La formule ( 3 ) devient, en y changeant m en ■ et 


/ï en — 1 , 
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l3l 


u=B ^ C 08 (zj/ — I C 08 «) sia 

a a * 

cos(sV^ — I cos «) sin 


ay/A 

m~i -2 


Remplaçant z par sa’ valeur 
■^ = P, J vient 

f --ht 

uz=BJ^ COS l l/ — i cos* J 

v/— icos#^ 


— *+■! 


et posant 


— a 
sin 


8in"+’W« 


Si l’on fait disparaître les imaginaires, cette formule de- 
vient 


- +• -4-1 

«jr* co«» CO»* 


in™ +> 


“ = «/.( 

+ B' J „ ( -NX» -"ce» . ^ 


B et B' étant deux constantes arbitraires-, et le rapport 
g; sera la seule constante que renfermera l’intégrale de l’é- 
quation de Riccad. 

J , & n» est entre les limites o et — 4 > seule des deux 
intégrales définies subsiste, et l'intégrale générale sera 
donnée au moyen de la formule (2). Soit u, la valeur par- 
dculière de u , on trouvera 
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C étant une constante arbitraire. Cette expression est 
moins simple que la précédente , mais c'est précisément 
dans ce nférac intervalle, entre o et — 4> ^ trouvent 

comprises les valeurs renfermées dans la formule , 

et pour lesquelles on peut intégrer exactement. Si m avait 
pour valeur la première limite ô, l’équation à intégrer 
serait 


qui donne 



M = Ce» + C,e-». 


Si m a poiu: valeur la seconde limite — 4 « on a à considé- 
rer l’équation 


d'u 

dz* 



qui a déjà été traitée , et qui , en posant u : 


- , se réduit à 

Z ’ 


d’if 

dz’‘ 


— = O, 


d’où l’on tire 

f 

et par suite 


= Ce» -f- C,c *, 

« 

Ce»4-C,e-» 

U = T . 


4*. Entre les limita o et — 4> *1 y a une valeur qui rend . 

les deux intégrales illusoires : c’est m = Dans ce cas, 

,, , . ... , . d‘‘u Au ,, 

I équation pnmitive en u devient = — j elle rentre 

dans une classe d'équations que nous avons donné le moyen 
d’intégrer. Son intégrale générale sera u= , 

k' et k!' étant les racines de l’équation t’ — k — À = o. 
io6. Soit encore l'équation non linéaire 
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I du 

^ au' dx' 


t33 


et l’équation proposée deviendra 


■ Soit 


il en résultera 


d*u , 

— = aouef*. 
dx' 


a V/aA 4^* 

e’ = Z, 

P 


d‘u , I du 


ce qui n’est qu'un cas particulier de l’équation ( 4 ). On 
aura donc 

U = CJ C08 (zV^ — I COSâi)d* 

COs(xy' — IC08«i) l;(x sin’e) dm, 


ou 


U = + e-“'^“)dm 

4- + e -*««•-) |.(zsin**)dW. 


Il ne reste plus qu’à substituer à x sa valeur en a: -, et ^ se 
déduira de u , comme dans le cas de l’équation de Riccati. 

•107, Considérons encore l’équation suivante, qui se 
rencontre dans les applications physiques , 


dy 

dx* 



w (»+0 

X* 



o; 
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posons J' =s x'+'z , il viendra 


<f*z g(;i+i) dz 
dx' ' X dx 


+ /;•*= O, 


qui rentre dans l’dquation (i ), en y changeant m en 2(re+i) 
et n en p'. 

Si l’on suppose n positif, et quelconque d’ailleurs, 
2 («+i) n’^tant pas compris entre oet 2, on ne pourra 
exprimer qu’une intégrale particulière au moyen d’nne in- 
tégrale définie. Son expression sera 


* = A cos(px cos ai) sin 

et l’on pourra , comme on l’a déjà vu , en déduire l'inté- 
grale complète. La valeur de^ qui s’en déduit est 

jr — A*"+' ( cos cos a») sin ' 

Dans le cas particulier où n =: i , l’équation proposée de- 
vient 

d*jr 


0 + (.-!>= O, 


et l’on aura 


J f*ir 

cos ( px cos ai) sin ^ada ; 

O 


et efièctuant l’intégration, 

/sin px \ 

B étant une constante arbitraire. En la considérant comme 
fonction de x , on déterminera facilement l’intégrale com- 
plète. 
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Déterrmnation des intégrales définies par tintégra- 
. tion d’équations différentielles. 


108. La recherche d’uoe intégrale définie peut quelque- 
fois être ramenée à l’intégration d’une équation différen- 
tielle , relative à l’une des constantes qui entrent sous le 
signe /. 

Les dérivées de cette intégrale par rapport à ces cons- 
tantes , seront des intégrales prises entre les memes limites, 
et si l'on peut par ces différentiations reprodnire la première 
intégrale, en l'éliminant on aura une équation entre ses 
dérivées par rapport à une des constantes. Si l'on peut 
l’intégrer , on aura une expression qui renfermera l’inté- 
grale définie comme cas particulier, et il ne s’agira plus 
que de déterminer les constantes arbitraires de manière 
qu’elle se réduise à cette intégrale elle-même. 

109. Soit, par exemple, l’intégrale définie 


X I • 

cos {xcos»)det. 

Considérons-la comme une fonction de x , et posons 

( 1 ) 'jr j COS {x COS a) dtt. 


Différentiant deux fois par rapport à x , il vient 
dr 

-f- = — / sin (xcos«) cosada, 
dx J O 

-p— = — I cos(xcosw)cos''«d«. ' 
dx* Jo 


Pour rendre ces expressions plus facilement compara- 
bles, il faut introduire cos(xcoso>) au lien de sin(xcoso)) ' 
dans la seconde; et c’est ce que l’on fera en intégrant par 
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parties. On aura ainsi 

— SID « sin (a:co8*i) — x f sin’« cos (x cos»)dt». 

Le premier, terme disparaît, aux limites o et ir, et il vient 

dv 

^ = — X J cos {x cos a) sin 'ad». ‘ 

Divisant par x et ajoutant à la troisième équatioù , on ob- 
tient 

d'y , I dr /■' „ , 

• — — -r- ~ — 1 cos (x cos <») d» . 

dx‘ X dx J O 

L'intëgrale cherchée étant ainsi reproduite , il suffira de 
la remplacer par^ pour avoir l'équation différentielle cher- 
chée , qui sera 


( 2 ) 


d'y I dy , 

is? 1 


no. La détermination de cos (x cos co) du> a été ra- 
menée à l'intégration de l’équation (a) , que nous avons 
traitée dansi le n* Mais comme nous n’en avons 
trouvé qu’une intégrale particulière, on ne peut savoir si 
c’est elle qui doit donner la valeur de l’intégrale définie. 
On voit donc qu’il est en général nécessaire de connaître 
l'intégrale complète de l’équation différentielle à laquelle 
on est conduit , pour pouvoir en déduire la valeur de l’in- 
tégrale définie cherchée. 

Cependant, dans lecas actuel, il est facile de s’assurer que 
la séiie trouvée pour intégrale de l’équation (r) coïncide 

avec c J cos (x cos ») da> , en donnant une valeur conve- 
nable à la constante. 

En effet, développant cos (x cos w) en série, on a 

' , , a:*cos*« . x*cos^tf x'^cos”"» . 

cos (je cossi) = I — 1 -,—7 . . . -î bctc. 


1.2 1.2.3T4 


1 .2,. .am 
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MultipHoos par dta, et intégrons entre o et 7C, en obser- 
vant (jue 


'o ' 3.4*0* • * 2 m 


il vieDclra 


Ainsi l'intégrale définiey' cos>(o: cos &))</&) n'est autre 

chose que l'intégrale particulière que nous avions trouvée 
par l'équation (a) , et dans laquelle on suppose la cons- 
tante arbitraire égale à tt. 

III. Cherchons maintenant l'équation qui déterminerait 

l'intégrale définie J e””’** cos nnxdx , que nous con- 
naissons déjà. 

Soit 


jr = J cos inxdx , ■ 


on trouvera 


n Jo 


sia^nxdv. 


fzxe simnxdx= — \e sin aux 

J m* 

an f 

-f- ^ J cosanxdae . 


an m' 

Jo e”'"*''’ cos 2 nxdx est compris dans l’expres- 
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sion C«î dans laquelle C est indépendant de x et 
n : il reste à voir quelle valeur doit avoir C pour que 

n* 

Ce devienne égal à cette intégrale définie. Or pour 
n = O, l'intégrale devient 

V » 


r 


— 

® dx OU 

O an» 


et Ce se réfiuit à C j donc la valeur de la constante C 
devait être et l’on a 


2m 


/ 


y- fl 

V V ~~ m* 


e cos 2nxdx = — e "** , 

O 2m 


comme nous l'avions trouvée par une autre voie. 

Si l’on avait regardé cosanx^ilr comme fonc- 

tion de m , on aurait trouvé 


d’où 


et l’on trouvera 


^ — L\-r 

dm \.m* mj'^' 


fl* 

^ m* 

fît 


C = et j = 

2 2m 

1 12. Considérons en dernier lieu l’intégrale 
• cos axdx 

J O I +.r* ’ 

et posons 

^ cos axdx 


/ » cos axdx 
O I "H 
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Nous ne prenons pas de suite la limite co , pour éviter 
une difficulté dont nous parlerons tout-à-l’heure. DifTéren- 
tiant deux fois paf rapport à a, il vient 


d’y x’ cos axdx 

dd’ J O I -f- a;* 



, nnal 

cos axdx=r , 

a 


et si Ton faisait /= oo, on voit cpie le second membre se 
présenterait sous une forme indéterminée. 

H faut main tenant intégrer l’^uation linéaire 


d’r sin al 

— y = O. 

da' a 


Si l’on néglige d'abord le dernier terme, on trouvera 
pour intégrale y = Ae“ + Be~* -, considérant ensuite A 
et B comme des fonctions de a, ou trouvera pour l'intégrale 
générale de l'équation en question , 


y = Ce‘ + C,e-' + — f 

2 i/ C 


“e^ sin aida e“ /•<» e~‘ sin al 


2,/ O 


da, 


C et G, étant des constantes arbitraires. 

Il faut maintenant supposer que / croisse indéfiniment, 
et chercher la limite du second membre. 

Or quand / est extrêmement grand , sin al passe par 
toutes les valeurs de — i à -{- i pour un accroissement 
extrêmement petit de a , pour lequel on peut regarder les 
autres facteurs comme constants. Les éléments des inté- 
grales se détruisent donc dans cet intervalle, et il en est de 
même depuis une valeur finie quelconque de a jusqu’à l’in- 
fini. Il suffit donc de considérer les éléments de ces inté- 
grales entre o et une valeur infiniment petite de a. Mais 
alors e“ et e”" peuvent être remplaces par l’unité dans les 

intégrales qui se réduisent à et les deux derniers termes 

rentrent dans les premiers. 
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Ainsi la limite de l’intégrale ou 

Jo Jo 1 4 -a:’ 

étant désignée par on a 

jr ~ Ce^ + C,e-“.' 

U ne reste plus qu’à déterminer les constantes C, C,. 

Or si a est positif, Ce“ croîtra indéfiniment avec a , ce 

qui ne peut convenir-, donc C = o. De plus 
devient égale à ~ pour a = o -, donc C, = - et 


CO cos oardx 


/*<»co 
Jo I 


ar 

— e 
a 


Si a était négatif, on aurait C, = o et C = -, et par suite 


/’*> cos axdx r 

Jo I +x’ a 


e“. 


1 13. Si l’on difiérentie les deux membres de cette équa- 
tion par rapport à a, on aura 

xsin ojfdr —r 


f xsxn axdx — .r 

Jo i-px’ ~ ~T 


a étant négatif. Si 1 on dififérentie l’équation qui se rap- 
porte au cas de a positif, on aura 


X 


“xsinux , n 
— ; — - dx ~ e-“. 

o i+x* a 


Détermination des séries par Vintégration déqua^ 
tions différentielles. 

1 14* Nous avons vu comment l’intégrale d’une équation 
difiérentielle pouvait être développée en série. Mais on 
peut réciproquement se proposer de trouver l’équation 
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différentielle dont une série donnée serait l’intégrale. Si 
cette équation peut être intégrée complètement au moyen 
de fonctions sous forme finie, on saura déterminer la fonc- 
tion dont on avait le développement. Pour obtenir cette 
équation, on différentie une ou plusieurs fois la série, ou 
d’autres séries qu’on én déduit , de manière à reproduire 
celle que l’on cherche , qu’on peut alors éliminer. Si elle 
ne se reproduit pas, mais qu’on parvienne à une série 
qu’on sache sommer , on petit encore obtenir l’équation 
cherchée. 

1 15 . Soit par exemple la série 

^ 

' I .a ' i.2.3>4 1.2. ..6’ 

on trouvera , en différentiant deux fois , 

d‘jr _i_ ■** ** 

dx* ' 1.2 1 . 2 . 3 . 4 ""*’ 

cette série étant , au signe près, celle que l’on cherche, on 
peut l’éliminer , et l’on obtient l’éqiution différentielle 



Par la théorie des équations linéaires on trouvera 
y* = A cos X -f- B sin ar , 


A et B étant des con$tantes à déterminer. 

Pour cela on observera que la série conserve la même 
valeur quand on change le signe de Æ -, doncB = o. De 
plus elle se réduit à i pouror^o. Donc A i, etla série 
est égale à cos x, comme on le savait d’ailleurs. 

1 16. Soit encore la série 


X X» x^ 

“ T + T:; “ ï73 + 374 “ 47? ” 
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on en déduit 

Jt X x’ x^ . 

dans ce cas on est arrivé à une série qui n'est pas iden- 
tique avec la proposée, mais que l'on a pu sommer. 

U faut maintenant intégrer l’équation 

~ =— I -^1. (i -f- x), ou j-= — x+y^l. (i -l-x), 

qui donne 

^ = C — 2 x -I- (I -H x) l. (I -H Jc); 

la constante C doit être égale à i puisque Id série se réduit 
à 1 pour X =0. Donc 

J" = I — 4- (| + x)l. (I + x). 

On aurait pu difTérentier une fois de plus , et l’on aurait eu 

d'y I 

dx^ , ^ i+x’ 

il aurait fallu alors intégrer l’équation 


^ _ « 

</x“ i4-x’ 


d’où 


djr_ 


de 


— 1. (i -j- x) 4- C. 


Pour déterminer C , on observera que l’on a ^ = - 
pour X = O ; donc C — — i , et 




dx 


4- I. (I 4-2^); 


on aurait continué comme dans le premier cas. 
117. Considérons en dernier lieu la série 
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ar* ar* x® 

r = > + 


Elle donne d’abord 

djr X 

dx a 


2 ’. 4 2 *. 4 *. 6 


+. . . , 


pour faire disparaître le dernier facteur de chaque dénomi- 
nateur, multiplions les deux membres par x, puis diffé* 
rentions-les , il viendra • 


ii^^dx ^ a’ 




x'' 


2 *. 4* a*.4*6* 

X® 


/ X* x’ X® \ 

On a reproduit ainsi la série proposée , et en l’éliminant, 
on obtient 

dj 


ou 




. t dy 


Et en effet, nous avons reconnu précédemment que 
cette équation différentielle a pour intégrale particulière 
la série proposée. Mais nous ferons observer ici , comme 
nous l’avons fait pour la détermination des intégrales défi- 
nies, qu’il est, en général , nécessaire de connaître l'inté- 
grale complète de l’équation différentielle à laquelle oo 
parvient. 
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Application des équations différentielles à la re- 
cherche de fonctions dont on connaît certaines 
propriétés caractéristiques. 

1 18. Soit proposé de trouver une fonction z = ^ (x), 
telle (jue l’on ait, pour toute valeur de x et jy 

(l) Ç{X) + — çÇx -f- J'). 

Si l’on différentie cette équation par rapport à x , en con- 
sidérant comme constant, on a " 

(p'(x) = (p'(x + jr). 

D’où l’on conclut que y'(x) est constant, quel que soitx, 
et que par conséquent on a 

di 

a désignant une constante arbitraire. On en déduit 
(a) Z z= ax b, 

b étant une nouvelle constante arbitraire. 

La fonction qui satisfait à l’équation (i) est donc né- 
cessairement comprise dans celles que rept^ente la for- 
mule (a). Mais la réciproque n’est pas sûre , et il faut tâ- 
cher de déterminer les constantes a et ù de manière que la 
substitution de la valeur trouvée de z , rende l’équation ( i) 
identique. On trouve pour résultat de cette substitution 
ax-\;b+aj-^bz= a(x 4- b, 

ce qui exige que l’on ait ù = o , d’où résulte z = ax. 

La solution la plus générale de la question est donc 
donnée par la formule 

<p{x) = or, 

a étant une constante arbitraire. 
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130. Cherchons maintenant la fonction déterminée par 
la condition générale 

(0 <P(*) + <P(J) = 

DifTérentiant par rapport à x, il vient 

<P'W = Jip'ixjr). 

Dififérentiant la même équation (i) par rapport à on 
obtient 

<pV) = 

De ces deux dernières , on tire 

Xip'(x) 

donc le produit x(p'(x) est constant, et si l’on pose 
(p(x) = Z, on aura , en désignant par a une constante ar- 
bitraire X ^ = a, d’où l’on tire 
dx 

dz—^^, z=ûl.x-f-ù, 

X 

h étant une constante arbitraire; substituant dans l'équa- 
tion (i), on trouve 

al.x 4- ù -t- a\.j- + b = aX.xjr b\ 
donc ù=oetz = al.x. 

Ainsi, la solution la plus générale de la question est 
donnée par la formule 

p(x) = logx, 

* la base du système de logarithmes étant arbitraire. 

131 . Proposons-nous maintenant de trouver la fonction 
^x) d’après la condiüon 

(0 <f(.X)l>(f)=(p(,X +jr). 

En différentiant cette équation par rapport à x et on ob* 

10 
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tient les deux suivantes : 


<p{jr) = <p'{x + X ) . 

<P(*) +J) ! 

d’où l’on conclut 

_ »'(r) _ 

' <P(a:) <P{J-) 

a étant une constante arbitraire. Si donc on pose (])(ar) = x, 
on aura 

I dz 

d’où 

Y= flûte, l. g = flx, z = be^, 

b étant arbitraire. Substituant dans l’écpiation (i), on ob- 
tient 

be^* . be^y = , 

ce qui exige que l’on ait b‘ = b, et par suite , ù = i , car 
on ne saurait prendre ù = o. La fonction cherchée a donc 
pour expression 

(p{x) = e“*. 

Si la constante a est imaginaire , et de la forme 
TO dt w — I , on aura 

^(o:) = e”* (cos «X d: — i sin nr), 

1X2. Soit encore proposée la condition 

(•) 9(x)<fi(x)z=:p(3X)- 

Différentiant cette équation par rapport II x et y, on obtient 

<>'(*) ®(r) = 

f (*) 9'(y) = 

Ces deux équaUons donnent 
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Xp'{x)(p{jr) =: jrp'(j)<f(x), 

d’où 

xip'ix) __ ^ip'(jr) _ 

^(x) ~ çW ~ ’ 

a étant une constante arbitraire. On a donc , 

ÿ(x) = Z, 

X dz 

Z dx ^ ’ 

on en déduit 


147 


en faisant 


dz 

Z 



1 2 1 I 

l.r = = 

b 


b étant une constante arbitraire. On aura donc 


Z = bx^. 


Substituant dans l’équation (1) , il vient 
bxf^.by' — bx^j^-, 

donc £ = I , et la fonction cherchée a pour expression 

ip(jr) = ar“. 

Si l’on suppose a =1 m±n^ — 1 , la fonction prend la 
forme 

(p{x) — x” (cos nl.x ± ^ — i sin ni. »)• 

ia 3 . Nous donnerons pour dernier exemple de ce genre 
de questions, celle où l’on a pour objet de déterminer la 
résultante de deux forces égales, faisant entre elles un 
angle quelconque. 

Ou est conduit dans cette recherche par des considéra- 
tions fort simples , que nous n’indiquerons pas ici , à l’é- 
quation suivante : 

( 1 ) (p{x +jr) +(()iX— jr)~ (p{x):f){j-). 

X désigne le demi -angle des deux forces , f (or) le rapport 

10. . 


t 
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de la résultante à Tune d’elles. Or si l’angle des forces est 
nul, la résultante est égale à leur somme; et s’il est égal à 
deux angles droits , elle est nulle : on devra donc avoir les 
conditions particulières suivantes 

i z = 2 pour X = O, 

Z = O pour X = ^, 


et de plus z ne peut devenir nul pour aucune valeur de x 
comprise entre o et On observera d'ailleurs que la ques- 
tion de statique n’impose aucune condition à la fonction, 
pour des valeurs de x non comprises entre o et - , et pour 
des valeurs de j plus grandes que x. On peut reconnaître 
facilement que la première des équations (2) est une con* 
séquence immédiate de l’équation (i); car si l’on y fait 
^ == o , on trouve 

2(p(x) = (P(X) p(0), 

d’où résulte <f(o) = 2. 

Cela posé, en difiérentiant deux fois l’équation (i) par 
rapport à a:, et deux fois par rapport ky, on obtient 

<p'{x+jr) + 

9''(.x+j) + ç’(x — y) = 


d’où l’on conclut 


- _ ÇlW _ 

PW <p(y) 

r 

a étant une constante arbitraire réelle, puisque 9 (x) et 
9"(a;) le sont. 

Cette équation devient , en posant 9(x) = z 


( 3 ) 


d*z 

dp 


az = o. 

■J.. ' . 
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L'intégrale de cette équation aura une forme différente, 
suivant que l'on aura a>o, a = o,a<^o. 

I*. Soit d’abord a = o , il en résulte 

s = Cx -f- C„ 

et substituant dans l’équation (i), on devrait avoir pour 
une indnité de valeurs de x et 

aCx 4- aC, = Oxjr + CC,^ + CC,x + C| ; 

les termes semblables devraient donc être égaux de part et 
d'autre, d’où résulterait G = o, et f(x) serait égal li une 
constante, ce qui est impossible-, donc on ne peut avoir 
a = 0. 

2 °. Soit a>o, l'intégrale générale de l’équation (3) sera 
s =r O'V'" 

substituant dans l’équation (i), et'posant 

^x-Kr ) U, V, 

ce qui n’établit aucune liaison entre u et u, on trouve 
C (G— 1 )« + G, (G, — I )«- = G(i — C,)v 4- G,(i— C)v-'. 

Les coefficients des termes dissemblables devant être nuis 
séparément , on aura 

C — o, ou C = I , 

conjointement avec 

G,r= o, ou G, = I . 

Or on ne peut avoir à la fois C = o, C^ =; o, sans quoi 
l’on aurait z = o, quel que fût x , ce qui est absurde. On 
ne peut même avoir ni C =»o, ni C, = o séparément, 
parce que z serait exprimé par une seule exponentielle qui 

ne serait pas nulle pour x == ^. Donc on ne peut prendre 
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que le» valeurs suivantes 

C = I , C, = I , 

d’où il suivrait 

expression qui ne deviendrait pas nulle pour x =s - , et 

qui par conséquent ne satisfait pas à la question. Donc on 
ne peut avoir a o. 

3 °. Supposons enfin a o et posons a = — m'‘\ l’inté- 
grale complète de l’équation ( 3 ) sera 

Z = Ccosmx -f* C, sinmx, ' 

et puisque l’on doit avoir z — tx pour x = o, il en résulte 
C = 2 , et la valeur de z sera 

Z = 2C0smx + C, sinmx; 

» 

en la substituant dans l’équation (i), et réduisant, on 
trouve 

C| sinmx sin mj^ aC, sin mj" cos mx = o, 

et comme on ne satnait avoir m = o, on peut supprimer 
le facteur sin my , et il reste 

sinmx -f- 2C,cosmx = o, 

équation qui ne peut être satisfaite quel que soit x , qu’en 
posant C, = O, d’où résulte 

z = 2cosmx. 

La constante m se déterminera au moyen de la seconde 
équation (2) , qui donnera 

rmt 

’ cos = O, 

d'où m = 7 ,n , n étant un nombre entier quelconque. 

Mais si l’on n’avait pas nt=so, cos mx deviendrait nul , 
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pour la valeur x =, qui est moindre que - -, ce qui 

ne saurait être, puisque la fonction z ne peut devenir nulle 
pour aucune valeur de x entre o et - . Donc enfin 
Z — ?. cosx, 

et la valeur de la fonction cherchée est 

p(x) = acosx. ^ 

Digression sur quelques propriétés ou usages 
des intégrales définies. 

Intégrales eulérienries. , . 

1 24 . Legendre a désigné de cette manière deux espèces 
d’intégrales définies, étudiées avec beaucoup de soin , d’a- 
bord par Euler, et ensuite par Legendre lui-même. Nous 
nous bornerons à en faire connaître les principales proprié- 
tés-, celles de la première espèce sont comprises dans la 
formule 

y — xY~'dx\ 

celles de la seconde sont de la forme 




a étant positif, sans quoi l’intégrale serait infinie. 
Si l’on pose 1 . - = J', on lui donne la forme 


J * 

^ j-'e-ydj. 

Legendre désigne les premières par le symbole {p, <j). 
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et les secondes par r(a)^ de sorte que l’on a 

J O , 

r'fl) = y * ( 1 • 


Nous avons déjà eu occasion de parler de ces dernières 
dans le cours de première année, et nous avons démontré 
que si a est entier, on a r(a)=a i .2.3. . .(a — i) -, et que , 
quelque valeur positive qu'ait m , on a 





laS. On reconnaît immédiatement une propriété très 
simple des intégrales de première espèce, et qui consiste en 
ce que leur valeur ne change pas, quand on change l’une 
dans l’autre les deux lettres p et q. En effet, si l’on fait la 
somme des deux éléments de l'intégrale, coirespondants à 
deux valeurs de x dont la somme soit égale à i , elle reste 
évidemment la même quand ou change p eu et récipro- 
quement, puisque cela ne fait que changer les deux élé- 
ments l’un dans l’autre. Donc l’intégrale entre les limites 
O et I reste la même quand on change l’une dans l’autre 
les deux lettres p et q, propriété qui s’exprimera de la ma- 
nière suivante : . , i 

{p,q) = {q,p)- 

126. Démontrons maintenant une des principales pro- 
priétés des fonctions de seconde espèce , dont l’étude doit 
êtré faite en même temps que celle des premières. ' ' ’ 

Considérons l’intégrale j ^1 . «fcc = I'(a i); 
l’intégration par parties donne 



( 4)‘+«/0 
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et prenant les limites o et i 

ce qui donne la relation suivante 

r(a+ 0 =U r(a). 

Au moyen de cette relation , il suffira de connaître la fonc- 
tion r(a) pour toutes les valeurs de a comprises entre o et 
I, pour en déduire celles qui se rapportent aux valeurs de 
a comprises entre i et 2 . De celles-ci on passera aux va- 
leurs de a, comprises entre 2 et 3, et ainsi de suite indéfi- 
niment. 

La construction d'une table qui donnerait toutes les va- 
leurs possibles de la fonction F, se réduit donc à la consi- 
dération des valeurs de a comprises entre o et i . 

Nous allons voir qu’il suffit même de connaître les va- 
leurs de F(a) dans l’intervalle de a =: 0 à a = 

D'après ce qui a été dit précédemment, on a l’équation 

J o (l -4-x)* • 

h étant positif. Multiplions les deux membres par 3f~'dx, 
a étant positif et plus petit que h, et intégrons-^les par rap- 
port à X entre o et l’infini , nous aurons 
/•oo /•oc , /•oc 

I I s‘~* X‘~‘ e“* e"'* dzdx = rù I ^ dx ; 

JoJo Jo (t 

intégrons d’abord par rapport à x, et observons que 


/: 


X‘-'e-"dx— — 




le premier membre de l'équation deviendra 

r(a) Ç e~‘dz, ou r(a)r(i — a), 

J o 
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ce qui donne l’équation 




d’où 


'»3f~'dx r(a)r(ù — a) 


/ '»xf‘~'dx 

O ( I +XŸ 


r(ù) 


On Toit donc comment les intégrales de la forme 

J lesquelles on a a<Cj>, dépendent de 

celles que nous avons désignées par F. 

Considérons le cas particulier de ù = i , et rappelons- 

-Tf \ * (”»x“-‘dx a- 

nous que 1 (i) = 1 , et 1 : = , I equa- 

^ J O i X sm flîT ’ 

tion précédente deviendra 


r(a)r(i — «) = 


sina?r 


Si donc on connaissait les valeurs de I'(a) depuis a = o 

jusqu’à a =^, cette équation donnant F(i — a), d’après 

F(a), ferait connaître les valeurs de la fonction depuis 

a = - jusqu’à a =a i . 11 serait très facile ensuite , comme 

nous l’avons fait voir, de déterminer ses valeurs depuis 
<z =3 1 jusqu’à a = 00 . On peut remarquer que si dans 

l’équation précédente on fait a = ^, on obtient 


amsi 


f„X ■T e dx = y/ 7T. 
Posant X ^ y, il vient 


Digitized by Google 



SECONDE ANNÉE. 


i55 



ou 


/ e dj = \/^, 

i/ — 00 


somme nous l’avions trouvé déjà par d’autres procédés. 

127. Les intégrales de première espèce peuvent se rame- 
ner à celle de seconde ; ce qui est avantageux en ce que 
celles-ci ne dépendent que d’une seule variable a , tandis 
que les autres dépendent de deux variables p et q. 

L’intégrale J x’’~‘ ( i — xy~'dx, devient, en posant 


X 


J_ 

i-hJ'’ 



rf-'dr 


dont la valeur est , d’après une formule du numéro précé-^ 
dent, 

r(p)r(y) 

on a donc l’équation suivante 


ou 



(1 — x)i~^dx 


r(p)r(y) 
r(p + î)’ 


{p,q) = 


r(p)r(7) 

np+q)’ 


formule très simple qui servira à exprimer les fonctions de 
première espèce, au moyen des fonctions F. 

128. Si l’on multipbe membre à membre les deux 
équations 

r{p+q)' 

I „ . _ _ r(p + y)r(> ) 

^ VÇp + q+r)^ 

il vient 

__r(p)r(q)r(r) 


(p,q)<.p+q,r): 


r(p+7+r) ’ 
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et comme le second membre ne change pas , quand on 
change l'tme dans l’autre deux quelconques des lettres 
p, q,r, il en sera de même du premier membre, et l’on 
aura 

f 

iP> î) (/»+?, r) = (;>,r) (p-f-r,ÿ)=(r, 9) [q-^r,p), 

.ce qui est une des propriété fondamentales des fonctions 
7)- 

' 129. Supposons maintenant que les deux nombre p 
et q soient égaux dans la fonction {^p, q') -, on aura alors 


{a, a) — j — x)‘~'dx: 


posons X = - (i +^), il viendra 


(**> «) = —rY~'4x = ~ JJ (•— 


faisons ensuite = z , d’où dy — — r, on olrtiendra 

as’ 

I 

(«. = ,7^ JJ* (i. a), 

ou, en remplaçant les fonctions (/?, q') par leurs valeurs au 
moyen des fonctions F, 

r(a)r (a) _ T(i)r(a) 
r(ao) 2 “*~'r(|- 4 -a)’ 

d’où l’on tire, en observant que r(i) = tt’ , 

3‘-“')r’r(2a) = r(a)r(i + aj, 

ce qui constitue une nouvelle propriété générale des fonc- 
tions F. 

Nous bornerons là ce que nous avions à dire des inté- 
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grales eulericnaes , et nous renverrons pour plus de détaSs 

wax Exercices de Calcul intégral àeLitgenàTe. . 

Expression des fonctions d’une seule variable, par 
des intégrales définies doubles. 

Fourier a fait connaître une formule d’une grande im- 
portance dans les applications de l'analyse à la pbysique. 

Elle a pour objet de représenter par une intégrale définie 
double, une fonction de x donnée depuis x ■=; — oo jus- 
cp’à a: =3 oc , et qui n’est assujélic d’ailleurs à aucune 
condition de continuité. Elle peut changer de forme d'une 
manière arbitraire, et représenter un lieu géométrique 
composé d'arcs de courbes aussi diverses que l’on voudra ; 
ce lieu pourra , par exemple, se confondre avec l’axe des 
X , depuis l’infini négatif jusqu’à l'infini positif, excepté 
dans une étendue limitée où il se composera d’arcs de 
courbes arbitraires. La seule condition à laquelle la fonc- 
tion soit assu']étie , consiste en ce qu’elle n'ait qu’une seule 
valeur pour chacune des valeurs de x. 

Sans entrer ici dans aucun détail sur la manière dont - . . 

Fourier a découvert cette formule , nous nous bornerons 
d’abord à en démontrer l’exactitude. 

Soit F{x) une fonction de x , entièrement arbitraire , je 
dis qu’on aura identiquement 

(i) F(x) =z ~ I I F(«)cosd(t — a)dpdoL. 

— ce t/ — œ 

En effet, intégrons d'abord , par rapport à p, depuis o 
jusqu’à une valeur très grande p \ en doublant les résultats, 
nous produirons le même effet que si nous avions intégré 
de — p k p\ nous aurons à intégrer, par suite, » 

entre — oo et -f- oe, puis à faire croître 

p indéfiniment. 
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Or si l’on considère une valeur de a qui diffère de .v 
d’une quantité finie , on peut supposer p assez grand pour 
que p{x — a) croisse de 27 t quand « croîtra d'une quantité 

aussi petite qu’on le voudra , et qui aura pour valeur ^ ; 

dans cet intervalle ““ ne variera pas sensiblement , et 

comme l’intégrale f sin p{x — a)d<x. sera nulle entre ces deux 

limites, on pourra considérer aussi J F («) ^ 

comme nulle dans ce même intervalle : d’où il suit qu’on 
peut se borner à considérer les valeurs de a qui difièrent 
infiniment peu de x -, et il est évident que les conséquences 
précédentes ne s’appliquent pas à ces valeurs, puisque 

— - peut varier considérablement lorsque a subit de très 

petites variations. Soit donc a = x -f- u , (>) étant une 
quantité infiniment petite, positive ou négative, puisque a 
peut être plus grand ou plus petit que x \ si F(a) ne varie 
pas brusquement à partir de la valeur x, on pourra substi- 
tuer F(a:) à F(jc -f- w), et J F(«) se ré- 

r+ • sin , , . , . ^ . 

duiraàF(x) J — - — aw, s etantunequantité infiniment 

petite. Mais l’intégrale j étant nulle , comme 

nous l’avons démontré, lorsque w est fini, et que l’on prend 
deux limites qui diffèrent de il s’ensuit que , à mesure 

que l’on suppose p déplus en plus grand, 

s’approche de plus en plus de j — ou de rr. Donc 
la limite de 


/•OD 

J - . ' <’) 


siu/; (x — «) 


X— « 


det 
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est ttF(x). Doublant ce résultat, on aura la limite de 

X œ /■<» 

J F (et) cos P (x — a)dpd » , 

et par conséquent J pour toutes les valeurs de x pour les- 
quelles F(a:) est continue , on a 

I /OO PQO 

F (x) = — / I F(<»)cosw(x — »)dpdx. 

2^ */— 00 B/— 00 

1 3o . Si F(x) passait brusquement de la valeur A à la va- 
leur B, pour une certaine valeur particulière de x , il fau- 
drait supposer F(x — w) = A, F(x cù)=B, et con- 
sidérer les deux intégrales 

A r ^^ pj!d.+B r ^^d. ; 

J — f A» J O 

au lieu de l'intégrale unique 

F(x) /'• ^d., 

et l’on voit que la limite, au lieu d’être 7 tF(x), serait 
X D’où l’on conclut que pour ces valeurs particu- 

lières de X , la formule (i) donnera pour F(x) la demi- 
somme des valeurs que prend cette fonction pour deux va- 
■ leurs de x , l’une plus grande et l’autre plus petite que celle 
que l'on considère , d’une quantité infiniment petite. 

i3i. Revenons avec plus de détail sur une partie im- 
portante de cette démonstration, celle où nous avons prouvé 
qu’il suflSsaitde considérer les valeurs de a , infiniment voi- 
sines de X, dans l’intégrale j F(a) " ’-doc Pour 

cela, concevonsqu’à partir d’une valeur finie quelconque a, 
telle que a — x soit un multiple de - , on partage l’inter- 


\ 
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valle jusqu’à l’inâni en parties égales à —, et considérons 

d’abord l'intégrale dans le premier intervalle. Soit, pour 

F(s) 

abréger, = ?(*)■ psrtRger l’intégrale .... 


t' ip(«) sin p{x — a)da. dans les deux suivantes 


I ^ip(et) 8 wp(x — »)a<*, et f 

Ja %J a-t-- 


OT 

7 


si 11 p{x~ x)d». 


Dans chacune d’elles le facteur trigonométrique a un signe 
constant, et par conséquent si on l’intègre isolément il 
faudra multiplier le résultat par une valeur de ç (a), in- 
termédiaire entre la plus petite et la plus grande de celles 
qu elle prend dans le même intervalle. Or 


X 


^ 

P sm p{x 


/ •a+ 

a-h- 


a4- — 
P 


sin p(x — a)dec 


2 , ^ i 

= — p{a — x) cos/>(a — x)^ 

, 2îT ^ 

i désignant l’intervalle — . 

Pour le second intervalle, il faudrait changer a en j 

2'Jf 

ce qui ne changerait rien au résultat de l’intégra- 
tion que nous venons d’effectuer; et il en serait de même 
pour tous les intervalles suivants : ce résultat sera cons- 
tamment \ 


cos p(a—x). 

ir 


Pour la première moitié de l’intervalle i, il sera multipKë par 
une moyenne entre les valeurs de (p(«) , dans cette moitié ; 
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pour la seconde, par une valeur moyenne de ^a) dans celte 
seconde moitié , puis on devra retrancher ce [second pro- 
duit du premier. Le reste sera donc moindre que le produit 

- cos p{a — x) par la diffdrence de la plus petite et de la 

plus grande valeur de ^(a) dans l’intervalle i que l’on con- 
sidère. Mais {'tendant vers ze'ro à mesure que p augmente, 
les deux facteurs de ce produit sont infiniment petits, et 
le produit est un infiniment petit du second ordre. Donc 
l’intégrale prise depuis a jusqu’à l’infini, tend vers zéro en 
même temps que p augmente, quelle que soit la valeur fi- 
nie de a \ ce que nous nous étions proposé de démontrer. 

• Expression dune fonction périodique arbitraire en 
série trigonoinétrique , au moyen d’intégrales dé- 
finies. 


1 3s. Si l’on désigne par u un arc quelconque, on sait que 
l’on a 


I , , O I . sin (wi-|--i)» 

- -4 cosu -J- cos au -f- cos au 4 - . . . -f cosruu-r: — . 

a ?, sm-ju 

Changeons u en -c — ce, multiplions par une fonction ar- 
bitraire F(a), et intégrons, par rapport à a, entre deux li- 
mites quelconques a et b, nous aurons 


^i) 


-j F(a)d:t+ I F(a)cos(.r-a)</{£-|- ^ F(«)coS 2 (a:-«)</*-f.,.. 

./il 2,/ a SinY(.r — a) 


On voit que rien ne serait changé dans les deux membres si 
l’on augmentait x d’un multiple quelconque, positif ou né- 
gatif, de aTT, et que, par conséquent, ils représentent une 
fonction périodique, dont la période est 27r, quel que soit 

1 1 
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d’ailleurs le nombre entier m. Or lorsqu’on fait eroître ee 
nombre indéfiniment, le seeond membre tend vers une li- 
mite qu’il est faeile de déterminer; et le premier membre 
sera le développement en série de la fonction qui exprime 
cette limite. 

On remarquera, comme dans la question précédente, 
que l’on peut se borner à considérer les valeurs de a infi- 
niment voisines de celles qui rendent sin^(x — a) = o, vu 
que l’intégrale tendrait vers zéro, à mesure que m augmen- 
terait, pour tout intervalle dans lequel sin^((z — x) res- 
terait une quantité finie. Il fant donc se borner aux valeurs 
de a qui diffèrent infiniment peu des suivantes, 

X, x± 7.7!-, ... xdt.’ik'x, etc... 


Soit X une val cur quelconque comprise entre a et et 
supposons que b — a soit tout au plus égal à a;:; on con- 
sidérera seulement les valeurs infiniment petites de a — x; 
on pourra alors remplacer sin i (a — x) par ■; (a — x), et 
le second membre de l’équation (i) devient 


( 2 ) 


/- 


+ ‘r./ \ sin(m 4- -Îr1(«— x) 

!■(«) ^ 

t et — X 


du , 


£ étant infiniment petit; ou, en faisant a — X = « , 

-1. J ) « 

“ 2/ J 

GM. 


I 


— I » 


Si F(a) est continue dans le voisinage de x, on pourra rem- 
placer F(x -}- m) par F(x), et l’on aura seulement 

\/ — I a 


( 3 ) 


- ’ 


et cette intégrale n’ayant de valeur sensible que pour des 
valeurs infiniment petites de w, lorsque m croît indéfini 
ment, on peut, sans inconvénient, étendre ses limites jus- 
qu’à — 00 et + oo , ce qui facilite l’intégration ; et l’on 
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tl'ouve pour résultat tt. La limite du second membre étant 
”F(.r), on a la férmule suivante 

(4) a-F(j:;=W ¥ -\-'S j F(«) cos /?/ (a: —«)</« . 

J a ^"1 J (I 

qui donne le développement de Ffx) suivant une série 
dont le terme génér.'.l »“st de la forme 

Am sin mx -I- B. cos mx. 

Il nous reste à faire quelques observations propres .à en fixer 
le véritable sens. 

i33. Si l’on donne à x une valeur teile qu’entre a et i 
il ne tombe aucune des valeurs renfermées dans l’expres- 
sion X -t aA'::, A étant un nombre entier quelconque qui 
peut être zéro-, l’intégrale ( 2 ) est nulle, et la série a pour 
limite zéro, pour cette valeur de x. Le lieu qui aurait pour 
ordonnée le second membre de l’équation (4) divisé par tt, 
se composerait donc d’abord du lieu de l’équation ^'=F(o:) 
entre x — a et x = b, reproduit indéfiniment dans les 
deux sens de l’axe des x, de telle sorte que les points cor- 
respondants soient distants les uns des autres de 2:1 j et, en 
outre, de toutes les parties de^l’axe des x comprises entre 
ces courbes successives. Si l’intervalle b — a est égal à 2 ::, 
le lieu y — F(a:), construit entre x = a el x ■= b, se re- 
produit à la suite de lui-même indéfiniment, et tous les 
points correspondants seront distants de 27 t. 

i34- Si J? est égal à une des limites de l’intégration, à a, 
par exemple, l’intégrale ( 2 ) ne sera prise qu’entre o et -f- £, 
quand « sera dans le voisinage de a, ce qui donnera ^ F(n). 
Mais quand a sera dans le voisinage de b, qui est égal à 
a 2 ir, sin — .r) sera encore infiniment petit -, et si 

l’on pose a = a -{- 271 — w, on aura sin ^ (a — x)=sin 
qu’on remplacera encore par On aura ainsi une nou- 
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Telle intégrale qui sera égale à | F(&)^ d’où l’on voit que 
lorsqu’on donne à x une valeur égale à l’une quelconque 
des limites de l’intégration, la série donne la demi-somme 
des valeurs de F(x) relatives aux deux limites. 

135. Si pour une valeur de x comprise entre a et h, 
F(x) n’est pas continu , c( passe brusquement de la valeur 
m à la valeur n, il faudra dans l’intégrale (3) supposer 
F(x) = m , entre — £ et o , et F(x) = n entre o et -)- e , 
ce qui donnera pour résultat -j (m Ainsi pour une 
valeur de x qui rend F(o:) discontinue , la série donne la 
demi-somme des valeurs de F(j:)qui correspondent à cette 
même valeur de x. 

136. Nous avons supposé que la différence des limites 
a, b était tout au plus égale à 27T. Voyons ce qui arriverait 
si cette différence était plus grande que 2 TT, et que la fonc- 
tion F(«) fût donnée arbitrairement dans cette étendue : 
supposons, pour fixer les idées, que l’on ait b — a — 

d étant plus petit que uti. Pour toute valeur de x comprise 
entre a et a + d, sin j- (a — x) deviendra nul pour a=x 
et pour a =: 27T -j- X-, on aura donc à considérer dans l’in- 


/ 'h 

tégrale I lés valeurs de a dans le voisinage de x et de * 

t.' a 


27r-4-x, et par conséquent on trouvera pour valeur de 
cette intégrale 

w[l;'(.T) 4- »(X 297)]; 


et l’on voit ce qui arriverait si i — a renfermait un nom- 
bre quelconque de fois un, et que la fonction F(a) fût 
donnée dans toute cette étendue. Ce n’est donc qu’en pre- 
nant 27t pour différence des limites de l'intégration, que la 
série représentera la fonction elle-même F(j?) pour toute 
valeur de x comprise entre ces limites. Dans tous les c.as 
la fonction représentée par la série aurait pour période %n. 

Si la fonction F(a) est périodique, que 27 : soit l’étendue 
de la période , et que b — a soit un multiple de 27T , la 
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série représentera évidemment 7tF(x) multiplié par le 
nombre de fois que h — a contient 7.1: -, en divisant donc 
par ce nombre, on aurait encore irF(x) comme si l’on avait 
intégré entre a et a -|- an. 

187. Si l’on suppose a == o, è= an, la formule (4) 
donne , en divisant par n , 

(5) F(x) = — f / F(«)cosm(x — 

Si l’on fait a = — tt, t ==: -(- n, on obtient 

(6) F(x)=r— / F(«)d»-}--^ f F(«)cos/w(jr — <*)</«. 

On peut ainsi développer en une série qui procè^ suivant 
les sinus et cosinus des multiples de x, une portron d’une 
fonction quelconque F(x) comprise entre x == o, x = an, 
ou X = — n , X = 7T. Mais cette portion se reproduit 

indéâniment dans les deux sens \ de sorte que pour les va- 
leurs de X en dehors de ces limites, la série n’a aucun rap- 
port avec les valeurs que prendrait F(x), d’après la forme 
de cette fonction. Si, par exemple, j^=F(x) représente 
une parabole, la série , à mesure que x croîtra positivement 
ou négativement, reproduira périodiquement l’arc de cette 
parabole compris entre x = — u, x = Tt, et nullement la 
parabole indéfinie. 

i38. On peut donner plus de généralité aux formules (5) 
et (6), en supposant que la fonction à développer est don- 
née dans un intervalle quelconque a/ au lieu de atr. 

Or si l’on fait x = et a = -p, les formules en ques- 
tion donneront 
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ou, en représentant F par ^(z), qui sera une fonction 

arbitraire de z, connue entre o et ou^entre — / et + 
et remplaçant z par la lettre x, qui est plus généralement 
employée, on aura les deux formules suivantes : 


(7) 


( 8 ) 


( = r/.C* 

l +irr 


. - «) 
I 


det , 


^(ît)coswï 

J /""f* ^ 

ip{x) — ~ij 

1 ' v'“ 

+ 7 A T" 


du.. 


i3g. Si la fonction est telle que l’on ait 
ç{— x) — <p (x) , 

on obtiendra 


) sin m -J- dm ■=. O, 


/ _ ^ «>(“) s>r 

J" ^ ^ (a) cos W ■—</« = 3 ^ ^(«) C087» ^ 
a formule (8) devient alors 

1 

^ Jo •> 

2 xi, ' 

~r J ^ eosm -J- j tp{a) cos m -j dm, 
et de meme la formule (6) deviendra 


(9) 
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# 167 

<p(.r)=z-f q,{a)fj* 

■X Ja 

H — > cosfwa? I ?>(a) cos w« </«. 


i4o. Si l’on avait au contraire (j>( — x) = — 
en résulterait 

i 5TJt 

J ^p(a)coÿm-^ //m= O, 

. . rX , ^ • ’*■« 

f.\nm -J- d» -=z -x J ^ («) sin m ; 


la formule (8) se réduirait alors à celle-ci 

, . , . 2 V'®’ • ’CX /■*,.. xa 

(11) p{x) = j^ siam-^J <p(<») siani -- tlx, 

et la formule (6) à la suivante , 

(12) (p(r) = - > sinmi I ^(a) sinniadx. 

«■ ■^i l/o 


i4i> La formule (8) représentant une fonction arbitraire 
entre x= — / et x= /, il suffira de faire croître / indéfini- 
ment et de passer à la limite , pour avoir l’expression d'une 
fonction quelconque depuis x= — 00 jusqu’à x— ao. j 

Nous allons montrer comment le signe £ se changeant 
en un signe d’intégration, on retrouve ainsi la formule que 
nous avons démontrée d’abord, et qui renferme deux inté- 
grales définies. 

Nous supposerons, pour éviter toute difficulté, que ip(j:) 
ne devienne jamais infini, et soit nul pour x = — 00 et 
x=oo, de sorte que la courbe représentée par _ 7 ' = <p(x) 
finit par s’approcher indéfiniment de l’axe des x, lorsque x 
croît indéfiniment, soit positivement, soit négativement. 

Le premier terme du second membre de l’équation (8), 

J ^ tendra vers zéro lorsque / croîtra sans limite, 
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et ii suffira do considérer la seconde partie de ce même 
membre, qui peut être écrite comme il suit, en posant : 


i3) 


^ COSt(x—u)du +1 C0S2|(.r-«)e/x-f . .. 

i 

/ / ‘P(»]cosmt^x—»)da-\-elc. 


Or si 1 on fait me — fj, on peut regarder /a comme une va- 
riable à laquelle on donne successivement des accroisse- 
ments égaux à e dans la fonction générale 

r+l 

l-l] COSp{r — et) dx ; 


et en multipliant, pour chaque valeur de p, cette fonction 
par l’accroissement de p, la somme de tous ces éléments 
depuis P — O jusqu’à p infini ne sera autre chose que l’ex- 
pression (i3) multipliée par tt. Si maintenant on fait croî- 
tre l indéfiniment, e tendra vers zéro, et la somme (i3) 
tendra vers l’intégrale 

L’équation (8) conduit donc ainsi à la suivante : 

(• 4 ) J <f{“) C 0 sp{x — a) du, 

ou, en prenant pour limites de p, — oo et -j- oc , ce qui 
double l’intégrale, 

(l5) ip(.r) =: ~ I dp I Çl{»)C0Sp{x 

et ces formules ont lieu pour toutes les valeurs de x, depuis 
— oo jusqu'à -}- 00 . 

Elles ne diffèrent pas de celle que nous avons démontrée 
primitivement. 
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142. Dans le cas où s>( — z‘) = »(x) , ou a 
/■* 

I ?(<«) smy^a = O, 

J — CP 

/»» /’05 

I f>(i) COavtcdit =2 I t(a) COSUat/n, ' 

J — CO Jo * 

et les formules (i 4 ) et (i 5 ) se réduisent à celle-ci , 

2 /• CO r» 00 

.(16) <p(x) = -J djjcoapx J ç{a) cos px (ix . 

Si l’on a, au contraire, if.( — x)=; — ^(x), on trouvera de 
mâme 

5. /■» /•» 

(17) (j(,r) = - I dpsinpxf ç(») sut pad» ; 

% J O J 


et réciproquement, si l’on emploie les formules (16) ou 
(17), le second membre se formera parles valeurs de y(ar) 
relatives à x positif, et quelles que soient les valeurs de 
ip( — x) d’après la nature de la fonction tp, ces formules 
donneront pour x négatif, if(x) pour la première, et 
— çC'ï) pour la seconde. 

Toutes ces formules, qui servent à représenter des fonc- 
tions entièrement arbitraires , données entre des limites fi- 
nies ou infinies de la variable, sont de la plus grande utilité 
dans les applications de l’analyse aux questions de physi- 
que ou de mécanique moléculaire. 

Si l’on avait à exprimer d’une manière analogue une 
fonction de deux variables x et y, on la considérerait d’a- 
bord comme fonction de x, y étant traité comme une 
constante , et l’on ferait usage des formules ci-dessus. La 
fonction <p(a) contiendrait alors et pourrait, par consé- 
quent, s’exprimer par les mêmes formules , ce qui double- 
rait le nombre des signes d’intégration ou de sommation ^ 
et l’on agirait de la même manière pour un nombre quel- 
conque de variables. 
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Exemples divers. 

143. Proposons-nous d’abord de développer en série 
trigonométrique , une fonction qui est égale à une constante 
entre x = o, JP = /, et à la même constante changée de 
signe , entre x = o , x = — l. Il sufEra évidemment de 
prendre cette constante égale à l’unité , pour passer ensuite 
à toute autre valeur, par une simple multiplication. 

Nous supposerons donc ç(.r) = i dans la formule ( 1 1) , 
et nous aurons 


2 xr* . niyx l'i . ’xic , 2 — cos ma- . t. 

I = -• > $111 — I sut rn ~ (/x = - > smm 

/ ^ i Jo I "n ^ m 


l ■ 


Or, pour m pair, i — cos//i 7 r = o, et pour m impair, 
I — cos /«TT = a. D’où l’on conclut 



r . a-T I . .a-x \ 

-f 2 Sin 3y + ^sin 5 -f etc... j; 


ce qui est la formule demandée. La fonction indéûnie est 
périodique, et l’amplitude de la période est 2I. 

i 44 - Développons maintenant la fonction qui serait égale 
à X entre les limites — / et -f- /. 

Comme on a alors if( — x) — — il faut faire usage 

de la formule (i i), et l’on trouvera 


(") 


a i^CD ira 

X XX -r 7 sinm -y- I a. s\nm —r a-i , 
l l / 


ou , en effectuant l’intégration , 

2 // , x.r I . a-.r I . _ a-x I . ,a-r 

2' = — l Sin -J SI117. — r -4-- SIIl3 T SIII 4 -r- 

'T\ 12 l ô l 4 ' 

Mais si l’on voulait que la fonction fût égale à x , entre 0 
et /, et à — X entre o et — l , on aurait ç( — .r)=o(.r). 
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et il faudrait employer la formule (9). On aurait alors 
' r' J I 2 v'** 

X = -j \ a-d-j. -r 2. COSWl-.-l <e cos m rfat , 

IJo l Jo I 

ou , en effectuant les intégrations , 

(6).r=--_(^cos-^- 4-^,cos3-^+g-cos5-^-+-cos: y-+etc, J 

Ces deux formules (a), (£) représentent la même valeur x 
entre o et /, mais elles ont des valeurs égales et de signes 
contraires entre o et — / : elles ont d'ailleurs l’une et l’autre 
2/ pour période. 

On voit par là que les lieux dont ces développements se- 
raient les ordonnées , auraient des parties de longueur fi- 
nie qui coïncideraient, et d’autres parties qui seraient dif- 
férentes pour l’une et l’autre. 

145. Cherchons maintenant l’expression en série de l’or- 
donnée du trapèze isoscèle AMNB,‘dont la base AB est 
égale à TT , et qui est tel que depuis A jusqu’à l’abscisse 
AP — a , on ait ^ = a: ; depuis P jusqu’à Q, jy = « , et 
depuis Q jusqu’à B, y — ~ — x. Supposons de plus que 
l’on ait — x)— — entre — t: et -f- tï. 

Il faut, dans ce cas, faire usage de la formule (12), et 
l’on trouvera , toute réduction faite , pour expression de 
l’ordonnée j- de ce contour, 

2 = ^^sin« sinar-f^sin 3«sin 3x -f-^sinSasinfiar-f-etc.^. 


Si l’on suppose a = - , le trapèze se réduit à un triangle 
isoscèle AOB, et l’équation de cette ligne brisée sera 

j'=-fx — sin ^ sin3x-f- ÿ- sin 5ar — — sin 

tr 3“ 5 T ' 

146. Considérons maintenant des fonctions données de- 
puisx=5—- 00 jusqu’à x~ oe. 
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Supposons que l’on doive avoir = e~* , depuis x = o 
jusqu’àx=oo, etj = e^, depuis x=o jusqu’à x — — oo; 
ou aura alors la condition — x) =>c^(x'), et il faudra 
faire usage de la formule (i6). Elle donnera 


J- =:- f dp coa jjxj e coapadx. 

W J O J O 


Or 




on aura donc 



cos pxdx 
• +/>’ ■ 


Et en effet , nous avons déjà eu occasion de reconnaître 
que cette expression est équivalente à e“* quand x est po- 
sitif, et à quand x est négatif. 

147. Terminons ces exemples par le cas d’une fonction 
qui est égale à l' unité pour toutes les valeurs de x comprises 
entre — i et -}- i , et nulle pour toute autre valeur de x. 

On a, dans ce cas, — x)=(p(x), et l’on aura recours 
à la formule (16). 

Or la fonction étant nulle depuis x = i jusqu’à x= oo, 
l’intégration donnera zéro dans toute cette étendue, et par 
conséquent il suffit de la prendre entre les limites o et i ', ce 
qui donnera 


J- = - f dpeoapx f coapadx : 

fCx/ O */ O 


et comme on a 


rcosp«d.=^. 


on en conclura 


.> =-/ 


2 ÛïïpCOSpX 


dp, 
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et l’on » ainsi une expression qui est égale à i pour toute 
valeur de x entre — i et -{- i , et égale à zéro pour toute 
valeur de x en dehors de ces limites. Il est d’ailleurs facile 
d'en faire la vériBcation. En effet , on a 


■®sin^co.<i/>T 


f 

J O 




di>—\ f 

J O 


*siii(j:-i)^ 


di>. 


Or si l’on ax> i , les deux intégrales qui entrent dans le 
second membre sont égales à et les deux terme%se dé- 
truisent •, il en est de même si x <[ — i . Ce qui prouve d’a- 
bord que l’intégrale eu question est nulle pour toute valeur 
de X qui est en dehors des limites — r et -j- i . » 

Si maintenant x est entre — i et -f- i , les deux termes 


s’ajoutent et donnent pour somme - , d’où résulte = i -, 
ce qu’il fallait vérifler. 


Intégration des équations aux différentielles 
partielles. 


148. Nous avons vu comment on peut déterminer une 
fonction de plusieurs variables indépendantes, lorsque l’on 
connaît ses dérivées partielles du premier ordre par rapport- 
à chaque variable, au moyen, tant de ces variables que de 
la fonction elle-même. Nous allons supposer maintenant 
que l’on donne seulement une équation où entrent ses dé- 
rivées partielles d’un ordre quelconque. 

Considérons une équation renfermant d’une manière 
Quelconque les deux variables indépendantes x, y, la fonc - 
tion Z et toutes ses dérivées partielles qui ne dépassent pas 
l’ordre m; elle pourra se mettre sous la forme 

f ^ 

I dt d*t d'”: ds dx d"*x 1 
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•7t 

, ;Eti consi(l<$rant z comme fonction de x, on peut le dé- 
velopper par la formule de Taylor, ou par eelle de Ma- 
claurin , que nous emploierons comme la plus simple. 

L’équation (i) donnera la valeur de en fonction de 

x,y^z et des autres dérivées dans lesquelles il y aura tout 

au plus m — i différentiations par rapport à x. En diffé- 

d’"z , d""*'' Z 

rentiant la valeur de par rapport à x, on aura » 

et son expression renfermera ainsi que sa dérivée par 


rapport ky. Mais si l’on remet au lieu de sa valeur ti- 
rée de (i) , on n’aura plus de de'rivée qui dépasse l’ordre 
m — I par rapport à x. En continuant ainsi indéfiniment, 
on aura toutes les dérivées partielles par rapport à x, de- 
puis la m*'™' jusqu’à l’infini, exprimées au moyen de x,y, z. 


dz 

dx' 


^ et de leurs dérivées par rapport ky seulement. 


Il s’agit maintenant d’obtenir les valeurs de toutes les 
dérivées par rapport à x, quand on y fait x=o, ce qui les 
rend fonctions de / seulement. Pour cela, on observera 
qu'en faisant x = o dans une fonction de x et y, et diffé- 
rentiant par rapport ky, on a le même résultat qu’en dif- 

. .. d'”^fz 

férentiant d’abord, puis faisant x = o -, ainsi > “«“s 


lequel on fait .r =’ o, est identique avec 



en dé- 


signant par ce que devient quand on y fait 

_T — O. Il suit de là que toutes les dérivéesde z par rapport 
à X dans lesquelles on fera x = o, se déduisent de z et des 
fji I premières, et des dérivées que donnent ces m fonc- 

tions de y par rapport k y. D’ailleurs , l’équation proposée 
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laisse arbitraires ces m fonctions , et ne determ^e que les 
suivantes. On pourra donc effectuer le développement de z 
par rapport à X, comme il suit : 

ï = Y +Y,.r-{-Yj 1-. . . -|- Y„,_, + etc. . . , 

1.2 1 2. . . . J.'i — 1 

Y, Y, , . . . Y„_, étant des fonctions entièrement arbitraires 
de^. Et l’on pourrait démontrer à posteriori, comme dans 
le cas des équations différentielles, que ce développement 

donne identiquement la même valeur pour que l’é- 
quation (i). 

1 ,'ig. Si au lieu de deux variables indépendantes, on en 
avait un nombre n quelconque, on pourrait toujours sup- 
poser la fonction développée par rapport aux puissances de 
x\ il n’y aurait de différence qu’en ce que Y, Y,,. . 
désigneraient des fonctions arbitraires de toutes les varia- 
bles indépendantes , excepté x. 

150. Réciproquement, on sera assuré d’avoir l’in- 
tégrale générale d’une équation comme celle que nous 
considérons, lorsque la fonction et ses m — i premières 
dérivées par rapport à x , dans lesquelles on fera x = o, 
pourront être égalées à des fonctions entièrement arbi- 
traires de toutes les variables indépendantes, excepté j:. 
Car puisque l’intégrale donnée satisfait à l’équation pro- 
posée , tous les termes de son développement, à partir 
du , se déduisent des ni premiers, de la même ma- 
nière que dans le développement de l’intégrale générale. 
Or, ces m premiers sont identiques dans les deux dévelop- 
pementsi donc tous les autres le sont, et la fonction don- 
née ne diffère pas de l’intégrale générale. 

151. Nous avons supposé l’équation du m"'"' ordre 
complète. Mais il suffit évidemment pour que nos raison- 
nements subsistent, qu’en la résolvant par rapport au coef- 
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176 


liciciit (IKKrentiel de l’ordre le plus élevé de la fonction, 
pris par rapport à. une variable seulement, il n'entre dans 
son expression aucune quantité où il se trouve un nombre 
aussi grand de difi'érentiations par rapport à la même va- 
riable. Dans le cas particulier où cette circonstance ne se 
présenterait relativement à aucune des variables, le déve- 
loppement ne pourrait plus se faire de la même manière, 
et nous nous écarterions de l’objet de ce Coure en nous en 
occupant d’une manière générale. 

i5a. Si les coefficients différentiels les plus élevés par 
rapport à et^ ne sont pas du même ordre, le développe- 
ment ne renfermera pas le même nombre de fonctions ar- 
bitraires, si on l’ordonne successivement par rapport à des 
variables différentes; mais ces fonctions ne renferment 
pas les mêmes variables, et tous ces développements sont 
au fond identiques, puisqu’ils représentent tous la fonction 
la plus générale qui satisfasse à la même équation. 

i5.3. Lorsqu’il n’entre que des dérivées prises par rap- 
port à une des variables, on regardera toutes les autres 
comme des constantes, et l’on aura à intégrer une équation 
différentielle à deux variables. Les constantes introduites 
jjar cette intégration seront considérées comme des fonc- 
tions arbitraires des variables que l’on avait regardées 
comme constantes. 

Soit , par exemple , 


on aura 


d”'z 

dx'" 


.r), 


; = Y -P Y,r Y„,_,.r— + j), 

étant la fonction que l’on obtiendra en intégrant m 
foisF(r, r) par rapport à x; et Y,...Y„_. étant des fonc- 
tions arbitraires dej . 
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1 54 • Considérons maintenant l’équation 


dr'-^"z 

dx"'dy'‘ 


F(r,jr), 


177 


qui rentre dans le cas où nous avons dit qu’on ne pouvait 
effectuer le développement par rapport aux puissances de 
l'une des variables. 


Si l’on pose 


d"z 

dy" 


U, on aura 


d"u 

dx'" 


= F(.r,j), d'où 


K = \ -f- -f" * • • Yni— I X 


d'z 

P(x,y)dx’’'=:—. 


Intégrant maintenant n fois par rapport ky, et observant 
qu’à chaque intégration totale il faut ajouter une seule fonc- 
tion arbitraire de x, et que les intégrales de Y,...Y„_, se- 
ront de nouvelles fonctions arbitraires dej>', on aura 


/ n /* rn 

dy' I dx'^VXr, y) -f Y'-f-Y"x +... +YC'") r’>- 
_u X -f X,^+. . . . 

On voit que ce développement renferme des fonctions ar- 
bitraires de chacune des variables séparément. 

1 55 . Appliquons la formule de Maclaurin à l’intégration 

de l’éqnation très simple 

dz _ dz 

dx dy 

On en lire, en diflérentiant par rapport à ,r, 

d.— 

, d'z d’‘z dx ^ d‘‘z 

dx‘ dxdy dy dy' ' 

d‘z ,d'z 

dx' dy' ' 

d”z __ 

dx'“ dj"'’ 

12 
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a“j:" 


dz„ <^*0 a*x* 

s = Zo H — 7— «-Z + -T — , 

djr dy^ 1.2 


+ ••• + 


d’"i„ a^j:" 

dy'^ ' 1.2 ..m 


+ etc. 


Or le second membre représente le développement de 
la fonction de y représentée par z „ , et dans laquelle on 
change ^ en ^ -f- ax. Comme d’ailleurs z„ est une fonc- 
tion arbitraire F(j'), on aura pour l’intégrale cherchée 

* = F(.r + aar). 


On trouve ainsi une fonction arbitraire renfermant deux 
variables, mais d’une manière déterminée -, ce n’est donc 
pas une fonction arbitraire par rapport aux deux variables. 


Équations linéaires aux différentielles partielles. 

i 56 . Lorsque l'équation linéaire ne renferme pas de 
terme indép endant de z et de ses dérivées , il est facile de 
voir que la somme d’un nombre quelconque d’intégrales 
particulières satisfait encore à la même équation. 

Lorsque les coefficients sont constants, on y satisfait par 
des expressions analogues à celles que l’on a trouvées dans 
les équations différentielles. 

Si l’on considère, par exemple, une équation de l’ordre 
m renfermant la fonction z et ses dérivées par rapport à x 
et y, multipliées par des constantes , on pourra poser 
z = l’exponentielle disparaîtra ainsi que C par 

la substitution dans l’équation donnée , et il restera une 
équation du degré entre a et S . Elle pourra donner 
m valeurs de 6 en fonction de a\ si l’on en désigne une 
par (f (a), on aura une solution de l’équation , en posant 

z = 

Les quantités a et C peuvent changer d’une manière quel- 
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conque en passant d’un terme à l’autre de cette somme, et 
le nombre des termes est entièrement arbitraire ; s'il est 
infini , et que C soit fini , on a une série : mais si C est in6- 
niment petit, et de lu forme F(«) dx, F désignant une fonc- 
tion arbitraire, on a une intégrale prise par rapport à a, 
La valeur de z est alors z =? , et ren- 
fermera une fonction arbitraire . 

iSy. Lorsque les valeurs de ê sont toutes linéaires par 
rapport à a , c’est-à-dire quand on a 6 = a a + i,il est 
facile d’exprimer sous forme finie l'intégrale générale de 
l’équation. 

En eflTet , une des valeurs de 6 donnera la série 


Or C et « étant arbitraires, 2C«“ représente une fonc- 
tion quelconque de «•, donc représente une 

fonction arbitraire de et par suite de x + «r- Si 

on la désigne par F(^x-\~ay), et qu’on raisonne sembla- 
blement pour les m valeurs de 6, on aura, en ajoutant ces 
m solutions. 


Celte expression renferme m fonctions arbitraires telles, 
que si l’on développait par rapport aux puissances de x, les 
m premiers coelDcients pourraient être égalés à des fonc- 
tions arbitraires de j. Elle représente donc l’intégrale 
générale. 

i58. Appliquons cette méthode à l’équaliou 


d'z 

dx‘ 



qui détermine les mouvements vibratoires , soit des cordes 
élastiques, soit de l’air dans les tuyaux cylindriques. 

12 . . 
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On posera z — , et l’on aura 

— fl'î' = O, d’où « =r ± «O. 

par suite ^ = 2Ce^Cr+-), et 

L’integralc générale est donc 

Z = F(j + ax) + F,(.r — ox). 

Les fonctions F, F,, se détermineront facilement si l’on 
« dz 

connaît z, pour .r = o. 

Soit en effet 

zo=/0'), 

les fonctions F et F, devront satisfaire aux deux conditions 

F(J-) + F.Cr) =/(.r) , F'Cr) — f;(j) = ^ 

Intégrons les deux membres de la dernière, et représentons 
9{y)4y 'r'Cx)’ obtiendrons 

FW- F.Ü-)= ^ + 

C désignant une constante arbitraire. On tire de ces équa- 
tions 

2 F Cr) = /(jr) -f- ^ 4Cr) + c, 
aF.Cr) =/(r) — ^ 4Cr) — C; 

la valeur générale de z, satisfaisant à toutes les conditions, 
sera donc 

f{y + ax)+f{jr—ax) , +ax) — 4(j —ax) 
2 2a 
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Intégration des équations différentielles partielles 
linéaires , par le moyen des intégrales définies. 


iSp. Nous avons dit tout-à-l'heure comment, en partant 
d’intëgralcs particulières, on pouvait en obtenir de plus 
générales, renfermant des fonctions arbitraires, et expri- 
mées par des intégrales prises par rapport à des variables 
différentes de celles qui entrent dans l'équation proposée. 
Le choix que l’on doit faire pour la forme des intégrales 
particulières doit être tel , que les fonctions arbitraires que 
l’on aura introduites puissent se déterminer facilement au 
moyen des données; et ces données sont ordinairement les 
valeurs que reçoivent la variable principale et quelques-unes 
de ses dérivées par rapport à une des variables indépen- 
dantes, lorsque l’on donne à cette dernière une valeur parti- 
culière. Considérons, comme premier exemple, l’équation 


(0 


dz J d*z 

dx ° dy ’ 


qui détermine le mouvement de la chaleur dans une bam; 
prismatique , dont la surface latérale est imperméable. 

La question sera entièrement déterminée, d’après ce 
que nous avons vu, si l'on connaît la valeur de z relative 
à X = O . Soit donc donné 

(a) * = F(j-) pour x = o: 

on satisfera à l’équation (i) en prenant 
Z = e"*cosniy, 

pourvu que n= — a’m*. On peut même, au lieu de^', 
mettre/ — a; puis multiplier par une constante arbi- 
traire A, ce qui donnera la valeur particulière 

Z = m(j- — «). 



« 
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Faisons croître les constantes arhitraires m et a par degrés 
inGniment petits dm, d«, et supposons que A soit de la 
forme 

f{a)d»dm , 

f désignant une fonetion arbitraire -, la somme' d’un nombre 
quelconque de ees solutions inGniment peütes sera en- 
core une soluGon. On aura donc une valeur plus générale 

de Z en prenant 
» 

Z = J'J y(<«) e~'‘’'"’'^cosm(j'— a)dmdtt , 

les limites des deux intégrations étant arbitraires. 

Or cette valeur de z se réduit , pour a: == o , à 

cc) cos — »)dmda. . 

Donc si l’on prend — oo et -f- oo pour limites de ces inté- 
grales, on trouvera pour résultat ce qui déter- 

mine J{y), puisque, d’après la condition donnée, on devra 
avoir 

2^/(.r) = F (J')- 

La valeur de z qui satisfait à l’ équation (i) et à la condi- 
tion ( 2 ) sera donc 

(3) z = — / f ' cos — u)dmd», 

et toute valeur de z qui satisferait à ces deux équations 
serait identique avec celle-ci , sous quelque forme qu’elle 
se présentât. Il ne reste plus qu’à chercher si l’expression (3) 
peut être simpliGée. 

Or on a la formule 

* 00 

e~"’“’cos 2 pudu 

— OC 

d’où il suit 


^ » 



Digilized by Google 



SECONDE ANNÉE. 


l83 


X 


cos m{jr — a) dm : 


v/sr — 


a^/x 


4a>x , 


et par suite 

Z 





expression qui ne renferme plus qu’une intégrale déGnie 
simple. 

On peut lui donner une forme plus commode en posant 


d’où » =zj±. 2 aCy'x, 

X y 

et doc=± 2 ayxdë. 

Si l’on prend les signes supérieurs, les limites de o seront 
les mêmes que celles de a , et l’on aura 


( 4 ) z — —^f e—^'F(j^ + 2at\/x)dC. 

y 

Si l'on prenait les signes inférieurs , les limites seraient ren- 
versées -, et en les remettant dans le même ordre , on trou- 
verait pour valeur de z 



F(.r —^aS\/x)de, 


qui ne diffère pas de la précédente , vu que 6 passe par 
toutes les valeurs positives et négatives, et que e~^* ne 
change pas quand S change de signe. 

La solution générale de la question est donc donnée par 
l’équation (4)> 

i6o. Soit maintenant 


(0 


dz t d?z , 

— z= a* 1 - bz , 

dx djr'" 


Z étant assujéti à la condition 

fa) 3 = F(^) pour x=o. 
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Si l’on pose z = t>^u, l’équation (i) donne 
du , ct‘u 

3“ - “ lÿ' 

et la condition (2) conduit à la suivante : 

U — F(/) pour X = O. 



La détermination de a se ramène donc au cas précédent , 
et Z s’ensuivra. 

iGi. Intégrons maintenant l’équation 


(>) 


d‘f^ d‘r 

di' dx^ ’ 


que nous avons déjà traitée par une autre méthode , et qui 
se rapporte au problème des cordes vibrantes. Ajoutons-y 
les deux conditions suivantes, pour déterminer les fonc- 
tions arbitraires 

(9.) J- = F(x) \ 

(3) f =■/(..) = 


On satisfera à l’équation ( 1) prenant 

J — A cos a/n/ cos w(x — «) , 

A, m, a étant des constantes arbitraires. On aura une so- 
lution plus générale , en supposant A == <^{a)dtndoc , et 
intégrant par rapport à a et m entre — 00 et -f- <» , Ç'(«) 
désignant une fonclion arbitraire. On aura ainsi 

..CD ,.05 

~ I I çi{ic) cos ami cos m{x — a)dmdu. 

.'—CS (X 


Cette expression se réduit à i-KCfix) pour t = o. Donc si 
F(«l 

l’on prend on trouvera F(a:) pour / = O j 

d’où l’on voit que l’expression 
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( 4 ) 


I /’ CO /• CO 

Y~ — I / F(«) COS ami cos m{x — 

%} CO 


satisfait aux équations (i) et ( 2 ) ; mais elle donne -^ = 0 


pour t =: O , et par conséquent ne satisfait pas à la condi- 
tion (3). Il reste donc à trouver une valeur de j’ qui satis- 
fasse aux équations ( 1 ), (3) et devienne nulle pour t = o ; 
en l’ajoutant à celle que donne l’équatiou (3), on aura une 
valeur de qui satisfera à toutes les conditions. 

On remarquera d’abord que si une fonction satisfait à 

ày d^Y 

l’équation (i), les fonctions —, J satisferont éga- 
lement, ainsi jdt, lorsque ~ est nul pour t = 0 . 

Si donc on intègre par rapport à t l’expression (4) et 
qu’on y remplace la fonction F(a) par _/(«) , on aura une 
solution de l’équation (i) qui, difi'érentiée par rapport à t, 
se réduira à f{x) pour t — o, et qui de plus deviendra nulle 
pour t = o. On obtient ainsi l’expression 


I rec pco sinamt sj j 

r=- — • I / y(a) cosmfx — »)dmd<t, 

'' 2wa J ^ çxi J CO Tn 


qu’on peut d’ailleurs vérifier facilement. La valeur de y 
qui satisfait aux équations (i), (a), (3), et qui est la seule 
qui puisse y satisfaire , est donc 


(5)i 


cos amt cosm (ar — «) dm d» 


I /-CO /• » sin ami , j , 

4 / I tM cosmlx — a) dm du, 

2TaJ— œJ— » ' m 


Cherchons maintenant si ces intégrales doubles sont réduc- 
tibles, et considérons d’abord la première. 

On peut remplacer cos amt cos m(x — «) par 

cos m (x al — et) -f- cos m(x — al — «) 

-- ^ 

2 
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et la partie que nous considérons du second membre de 

l’équation (5) deviendra 

f f F(«) [cos m (.r-|- al~a)-\- cos m {x-at-a, )] dm d » , 
4*" J — oo J—œ 


ou 


F (x -4- at) -f- F(a: — al) 


Passons à la seconde partie, et remplaçons-y 
sin ami cos m(x — a) 
par 

sin m{x-\-at — <•) — sinm(x — al — et) 


elle deviendra alors 




sinm(x-t-fl/ — «) sinm(x-al-a)' 


'] 


dmdtt. 


Or l’on sait que, quelque valeur qu’ait p , l’intégrale 


/: 


^^dm 


09 771 


est égale à tt lorsque p est positif, et à — tt lorsque p est 
négatif. 

Donc l’expression (6) sera nulle toutes les fois que 
x-\-at — a et X — at — a seront de même signe ; et par 
conséquent , il suffit de considérer les valeurs de « qui 
donnent à ces deux quantités des signes différents. Ces va- 
leurs seront déterminées par les inégalités 

X at — X — at — «<[o, 

si t est positif-, et par 

X -j- at — Cl O, X — al — » O , 

si t est négatif. Les premières donnent 

(t > X — al, » <^ X at, 
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les dernières donnent 

a'^x-^at, n<^X — fl/. 

Il suffira donc que l’intégration par rapport à a soit faite 
entre les limites x — at, x-j-at. Si *>o, x-^at — a 
sera positif, et l’on aura 

’ sin m (.r -1- fl/ — «) 

.00 m 

l’expression (6) se réduira alors à 


X ûo 

-c 


drn = 


( 7 ) 


— : / 

J x—^ai 


Si t <1 O, x-j-at — a sera n^atif ; on aura 
sinm(x-+-u^ — *) 

TTl 


£ 


dm = — sr, 


et l'expression (6) deviendra 


. t px^at 

- / /{<.)//«, 


2 <Z t/ 

ce qui coïncide avec (y), qu’il suffit alors de considérer. 
Désignons £/(x) dx par >|'(x), l’expression (7) deviendra 

+ /**) — 4(x — al) 


‘ 2 a 


et la formule ( 5 ) se réduit à la suivante 

F(.r-l-fl/) + F(x — at) , 4>(x + at) — 4'(x — al) 

y _ + _ . 

Elle coïncide alors avec celle que nous avions trouvée pré- 
cédemment par un procédé plus simple. Mais nous avons 
cru qu’il pouvait être bon de l’obtenir par cette nouvelle 
voie , non-seulement pour faire une application de la mé- 
thode des intégrales déflnies , mais parce que la réduction 
que nous avons faite des intégrales doubles offre des parti- 
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cularités qu’on rencontre dans d’autres circonstances moins 
simples, où elles pourraient arrêter ceux qui ne seraient 
pas encore habitués à ce genre d’analyse. 

162. Soit encore l’équation 


(1) 


d'j Sjr 

5F + 514 = 


qui exprime le mouvement vibratoire d’une lame élastique. 
Ajoutons-y les deux conditions 

(2) r = F(ar) I 

(3) J=/(x) Ip»"''"». 

la question sera entièrement déterminée , et ne pourra 
avoir qu’une seule solution. 

On essaiera d’abord de satisfaire à l’équation (i) par une 
valeur simple de la forme 

J ~ cos mt cos n(.r — «) , 
et l’on trouvera qu’il suffit pour cela que l’on ait 
m = 


on aura ainsi la valeur particulière 


J — A cosn'i cosn(a; — «), 

Â, n, a. étant des constantes arbitraires. 

Supposant encore A. = df{a)da.dn, et intégrant par rap- 
port à 71 et a , entre — 00 et -|- 00 , on aura une solution 
plus générale de l’équation (i), exprimée par la formule 



(p{a.) cos n’^t cos n(a: — «) dnda. 


Si l’on y fait f = o, elle se réduit à ur.<f(x')\ et, par con- 
séquent, on satisferait à la condition (2) en prenant 




2T 
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Ainsi l’expression 

, * I / CO ce 

(4} r = — f I F(a)cosn^tcosn(x — a)dndoL 
2 tf J — cct/ — 00 


sa tisfail aux équation ( 1 ), ( 2 ), et donne ^ = opour« = o. 

Il suffit donc de trouver une nouvelle valeur de ( j) qui 
satisfasse aux équations (i), (3), et se réduise à zéro pour 
É = o ; en l’ajoutant à celle que donne l’équation (4), on 
aura la solution cherchée. Or si l’on intègre par rapport 
h t, entre les limites o et t, une valeur de^ satisfaisant à l’é- 

dy 

quation (i) , et telle que ~ = o, pour t==o, le résultat 

y satisfera encore. Si donc on intègre l’expression (4) par 
rapport à t, en remplaçant F par/j on aura une solution de 
l’équation (i), qui, différentiée par rapport à t, deviendra 
pour t=o, et satisfera, par conséquent, à la condi- 
tion (3). De plus, cette valeur de j deviendra nulle pour 
t = o, puisque l’intégrale est prise à partir de f=o ; donc 
en l’ajoutant à celle que donne l’équation (4), on aura la 
solution de la question proposée : on obtient ainsi 


(5) 


, , I ^ CD /• 05 

y = — / / f(a)cosn’/ cosnfer — x)dnd» 

I 2Xv/— CO»/ — 00 

I /’ » r" . sinn^i 

+ — 1 / /(«) 7— cos n(x — x)dndx. 


La première partie de celle solution peut être mise sous 
une forme plus simple en effectuant l’intégration par rap- 
port à n. 

En effet, nous avons fait connaître la formule ■ 


j cos a* cos nÇzdz = y/^(cosff* -f- sin C') ; 
x—x 

posant Z = ny t, o = > 
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on conclura de l'équation précédente 

/• 00 ' 

I cosn’/cosn(x — a)dn=: 

= \/ + '‘“(^Ty} 

La première partie de la valeur de 9 ^, qui donne la solution 
complète de la question, toutes les fois que l’on doit avoir 

^ z= O pour t=o, prend ainsi la forme suivante : 

+ “"(fin) 


OU, en posant 


2 V/ t 


= ê, d'où d<x = a Jo [/ 1 , 


T — ' , — f (cosf“-j-sin C’)F(æ -f- aCV^ t^dv. 
y 7.^ J — 00 


Élimination des fonctions arbitraires. 

i63. Si une équation à trois variables X, y, z renferme 
un nombre quelconque m de fonctions arbitraires de x 
seulement, il suffira de la différentier m fois par rapport à 
y, en considérant X comme constant -, on aura ainsi m + i 
équations dans lesquelles entreront les m fonctions à éli- 
miner , sans qu’il se soit Introduit aucune quantité qui en 
dépende -, on pourra donc éliminer toutes ces fonctions, et 
l’on aura une équation aux différentielles partielles du 
ordre. 

i64- Mais si les fonctions arbitraires renferment x , 
et 2 , il ne suffira plus de différentier par rapport à une 
seule variable -, et pour que l’élimination puisse se faire , il 
faut de plus que l’on n’ait que des fonctions arbitraires de 
fonctions déterminées de x,y, z. 
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Supposons, par exemple, l’dquation 
(0 /(?0] =Oi 

f (îtant une fonction connue de x, y, z,e\. f désignant une 
fonction arbitraire. 

En différentiant l’équation par rapport k x et y succes- 

, . dz Hz 

siveraent , on obtient , en posant ^ = p, = <7, 

dF dF dF d/ / dj) dip \ 

dx dz^ df’ dp \dx dz^ ) ** ’ 

dF dF dF df p dp dp \ 

On a ainsi trois équations renfcnnanty et En les éli- 

minant, on aura une équation aux différentielles partielles 
du premier ordre. 

Si l’équation (i) avait été résolue par rapport à/”, 011 

Jf 

n’aurait eu à éliminer que ^ entre les deux équations dé- 
rivées. 

i 65 . Si l’équation donnée renfermait deux fonctions ar- 
bitraires y’ (ip), yi(9i) de fonctions données 9, 9,, les deux 

différentiations du premier ordre introduiraient ^ ^ > et 

les trois équations ne suffiraient pas pour l’élimination de 
ces deux fonctions , jointes à f et_/i. 

On différentiera alors les équations du premier ordre par 
rapport à x et j' successivement , et l’on aura trois nou- 
velles équations, et deux fonctions nouvelles à éliminer, 

savoir ^ . On a donc six équations et six quantités 

il éliminer •, ce qui ne peut encore se faire. 

En différentiant les équations du second ordre, on in- 
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troduira -j-yj 


(Pf d^f, „ , . , 

et Ion obtiendra quatre nouvelles 

«'quations. Entre trois de ces dernières et les six précéden- 
tes on éliminera les deux fonctions y, f, et leurs dérivées 
jusqu’au troisième ordre ; on aura ainsi une équation aux 
«lifférentielles partielles du troisième ordre, dans laquelle il 
ne restera aucune trace des fonctions J ct/j , et qui expri- 
mera un caractère commun à toutes les équations qui ne dif- 
féreraient de la proposée que par la nature de ces fonctions. 

166. En général , si une équation ,à trois variables ren- 
ferme n fonctions arbitraires de fonctions déterminées de or, 
y, Z, en la différentiant suceessivement par rapport à x et y 
jusqu’à l’ordre m inclusivement , on obtiendra un nombre 

(m-l- i) (m-(-2) , N r . . 

^ d équations, et (m i touchons a éli- 
miner. Pour que cela puisse se faire, il faudra en général 
que l’on ait 

m-f-9. , 


>« 


m j> o.n — 2 . 


L’ordre de l’équation aux difl’érentielles partielles sera donc 
in — I . 

On agirait d’une manière analogue si le nombre des va- 
riables était supérieur à trois. 

167. Si les fonctions etc. .. n’avaient pas renfermé 
.r, J, Z, d’une manière déterminée par les fonctions con- 
nues (f, Çi, . • . on n’aurait pu les éliminer. 

Si , par exemple , une équation à trois variables renfer- 
mait une fonction f entièrement arbitraire de x ety , on 
introduirait pour chaque ordre de différentiation , autant 
de fonctions à éliminer que d’équations : l’élimination se- 
rait donc impossible. 

Mais si l’équation proposée renfermait quatre variables 
.r, y, Z, U, en la différentiant par rapport à z seulement 
ou n’introduirait aucune nouvelle fonction -, et par consé- 
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quent on pourrait éliminer autant de fonctions arbitraires 
de X et J que l’on voudrait ; de même qu’en partant d’une 
équation en x,j, z, nous avons vu qu’on pouvait éliminer 
des fonctions arbitraires de ,r. 


Intégration générale de l’équation où, les différen- 
tielles partielles n entrent qu’au premier degré et 
au premier ordre. 


168. La forme générale de cette équation est 

P, Q, R désignant des fonctions données de x, j, z. Si 
l’une des deux dérivées partielles ne s’y trouvait pas, on 
rentrerait , comme nous l’avons dit généralement , dans le 
cas des équations dilférentielles à deux variables. 

Si l’on pose ^=zp,‘^==q, l’équation prendra la forme 


iO 


Py> + Q,/ = R, 


et il s’agit de trouver l’équation la plus générale entre x , 
y, z qui satisfasse à cette relation -, c’est-à-dire une équa- 
tion qui y satisfasse, et réciproquement , qui soit satisfaite 
par toutes les solutions de (i); ce qui peut exiger qu’elle 
soit le produit de plusieurs facteurs distincts. 

Si l’on suppose qu’on différentie cette équation incounuc 
entre x, y, z, par rapport à toutes les variables, on aura 


(2) dz ~ pdx -}- qdj. 

Si de l’équation (2) on tire la valeur de c/ et qu’on la 
reporte dans (i), on n’aura fait que changer la forme de 
cette équation , puisque la formule (2) n’introdnit aucune 
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condition. Elle devient ainsi 


(3) Qdz — 4. p{Vdj- — Qdx) = o , 

et il s’agit de trouver l’équation la plus ge'nérale entre x, 
y, Z qui satisfasse à cette dernière. 

Or si, en liant entre elles les variables indépendantes, on 
peut trouver des valeurs de z et en jc qui satisfassent à 
l’équation (3), il est clair que ces mêmes valeurs satisferont 
à l’équation cherchée. 

Si par exemple nous posons 

(4) — R<^=o, Fdjr — Q</r=o, d’où Pdz — Kdx~o, 

les valeurs de^ et z en fonction de x, tirées de ces deux 
équations simultanées et reportées dans l’équation cher- 
chée, y satisferont identiquement. Supposons les équa- 
tions intégrales résolues par rapport aux deux constantes 
arbitraires et mises sous la forme 

'Hx.j', z)=S. 

La constante 6 étant indépendante de «, peut en être 
regardée comme une fonction arbitraire /(a). Les intégrales 
des équations ( 4 ) sont donc 

(5) Hx, J^,z) =a, 4(x, jr, z'j =/(«). 

Mais l’équation cherchée devant être telle que quand 
tf(^x,y, z) est égale à une constante , elle donne ip (x, y, j) 
égale aussi à une constante , elle ne peut renfermer que ces 
fonctions ip et et les variables x , y, z ne sauraient y 
entrer autrement. 

C’est ce qui devient au reste bien évident, au moyen d’un 
raisonnement que nous avons employé précédemment. Po- 
sons p(x, J-, z) =3 U, ip(x, J, z) =: O, et tirons de là et z 
en fonction de x, u, o. L’équation cherchée ne renfermera 
plus alors que les variables x, u, o; et quand on supposc- 
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rait U constant, cllene donnerait pas y constant si elle con- 
tenait X ; donc elle ne renferme que u et c’est-à-dire les 
fonctions 

Elle est donc nécessairement de la forme 

(6) ’K*. J-, *) = F[(p(x, , 

F désignant une certaine fonction qu'il s’agit de déterminer. 

Mais elle doit être satisfaite par les équations ( 5 ), d’où ré- 
sulte 

JX») = F(<t) quel que soit ». 

La fonction F doit donc être la même que f, et par 
conséquent entièrement arbitraire. On conclut de là que 
pour avoir l’intégrale de l’équation (i), il faut chercher les 
intégrales de deux quelconques des équations (4), établir 
entre les deux constantes qui en résultent une relation ar- 
bitraire , et éliminer ces constantes entre cette équation et 
les deux intégrales : le résultat est l’équation cherchée. 

169. Soit maintenant une équation entre une fonction u 
et trois variables indépendantes x,y,z: 

( I ) P/» + Qy -1- Rr = S , 

p, q, r étant les trois dérivées partielles du premier ordre 
et P, Q, R, S des fonctions de x,y, z, «• . 

La différentielle totale de u sera 

du = pdx -t- qJj- rdt ; 

et si l’on reporte dans (i) valeur de ren fonction des 
différentielles dx, dy, dz, du, elle devient 

p{Pdz — Rdx) -f- q{Qdz ^ — Rdr) + Rd« — Sdz ~o. \ ^ 

On satisfera à cette équation en égalant à zéro les coef- 
Geients de p, q et le terme qui en est indépendant , ce qui 

donnera > 

</.T dr dz . du 

T “ (J ~ ir f S • 

i3.. 
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On a ainsi trois équations simultanées d’où l'on tirera u, Z, 

Y en fonction de x et de trois constantes a , 6,7*, et ces 
valeurs, reportées dans l’équation cherchée en x,y, z, u, 
doivent la rendre identique. 

Supposons maintenant que ces intégrales soient résolues 
par rapport aux trois constantes, et représentons-les par 

la constante 7 pouvant être remplacée par une fonction ar- 
bitrairey des deux autres. 

On reconnaîtra, comme dans le cas précédent , que l’é- 
quation cherchée, devant donner pour une quelconque des 
fonctions Ç , X» valeur constante quand les deux au- 
tres sont remplacées par des constantes, il faut que cette 
équation ne renferme que ces fonctions elles-mêmes. Elle 
])cut donc être mise sous la forme 

X = ^\<P> 4)* 

et- il reste à déterminer F. Or elle doit être satisfaite eu 4 
même temps que les équations (2), d’où résulte 

/(«, 0 = F(ct, f), 

(X et ê étant deux indéterminées indépendantes-, ce qui 
exige que la fonction F soit la même que f, c’est 4 -dire 
soit une fonction arbitraire des deux fonctions fetfp. 

On suivrait la même marche pour un nombre quclcon- 
' que de variables indépendantes. 

170. I". Soit px— <77 = 0, ou J ^=0. 

On a dans ce cas, P=x,Q= — 7, R=o. 

Les équations simultanées sont e/z= o, yf/x-^Xf/')'=:o, 
d’où z—C, jP7 = C,-, l’intégrale cherchée est donc 
Z ~ F(Xr). 

i”. Soit 

(iz dz 

qx—pj = o, ou ar— -^- = n; 


Digitized by Google 



SECONDE ANNÉE. 


197 

il faudra d'abord intégrer dz = 0 , xdx-\-ydj == o , ce 
qui donne z = C, x'‘ -f- = C,, et l’intégrale cherchée 
sera 

X* H- ^* = F(s). 

3*. Soit 

, dt , dz 

px+qjr = o ou X— = 

on aura à intégrer 


J dx djr 

rfs = 0 , — = 

X J ' 


d’où 


Z = C, = C, . 

X 

L’intégrale de l’équation proposée est donc 

‘ = F (i). 


4°. Soit 


, dz , dz 

px + qjr = nz, ou x — + ^ ^ = «z ; 


les équations simultanées sont 


dx dy 

^ ~~X 


dz 

nz' 


d’où 

et par suite 


X = Cx, Z = C,x", 


Z = Co'"- 
L’intégrale cherchée est donc 


= ^f(«), oa «=rF(|), 


ou encore 
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5”, Soit 

ap bq =. I, 

dx dy dz 

^ ~ ~b ~ T’ 

X ■= az C, J — bz C, i 
l’iDtf^gralc est donc ^ 

X — az — F(jr — bz). 

6°. Soit 

(x — »)p -i- (y — C)q = z — y i 

dx dr àz . 

= ^ = donnent 

X — « ® — y 

(t — a) = C(z — y), y — C = Q,{z — y), 
et l’intégrale cherchée est 



7 *. Soit encore 

{y — bz)p — (.T — az)q = b x — ay, 

on intégrera deux des trois équations 

(x — az)dx + (y — bz)dy = i>, 

(x — az)dz + (bx — oy)dy = o, 

{bx — ay)dx — {y — bz)dz = o. 

Éliminant z entre les deux dernières, il vient 

dz 4 " ~h = o; d’où Z ax by ■= 0,. 

Z étant connu en x, y, on pourrait le substituer dans la 
première et l’intégrer. Mais en multipliant la seconde par 
y, la troisième par xet ajoutant, puis supprimant le fac- 
teur hx — ay, on trouve zdz y dy -(- xdx= o , d’où 
z' y'‘ x'' —0,,. L’intégrale cherchée sera donc 

{x' 4 - 4- z') = F (2 4- OÆ 4- hy). 
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Calcul (les variations. 

17 1 . Le calcul des variatioos a ëU^ conçu par Lagrange 
pour la résolution d'uqe nouvelle espèce de questions sur 
les maxima et minima. 

Dans les questions ordinaires , on donne la forme d’une 
expression qui renferme une ou plusieurs quantités incon- 
nues •, et l’on cherche les valeurs maxima de cette expres- 
sion, ainsi que les valeurs particulières des inconnues qui 
y correspondent, et qui sont telles que si on les augmen- 
tait de quantités inGniment petites, de grandeurs et de si- 
gnes quelconques , la valeur de la fonction diminuerait dans 
tous les cas. Ce serait l’inverse pour les valeurs minima. 

Dans ces nouvelles questions, on donne l’expression de 
la différentielle d’une intégrale déGiiie, qui renferme des 
fonctions inconnues de x, ainsi que leurs dérivées d’un 
ordre quelconque par rapport à a: -, et l’on se propose de 
déterminer ces fonctions de telle sorte que l’intégrale pro- 
posée ait une valeur maximum ou minimum. 

Ainsi la différence que l’on aperçoit d’abord entre ces 
questions et les autres questions de maxima ou minima , 
consiste en ce que les inconnues ne sont pas des valeurs 
déterminées, mais des fonctions de la variable par rapport 
à laquelle l’intégration doit être effectuée. 

17a. La marche à suivre pour résoudre ces sortes de 
questions est la même que pour les autres. On suppose 
que l’on connaisse les fonctions cherchées, on les fait va- 
rier inGniment peu , en satisfaisant à toutes les conditions -, 
et l’on exprime que dans tous les cas la valeur de l’intégrale 
diminue, si elle doit être maximum, ou qu’elle augmente, 
si elle doit être minimum. 

Il faut donc commencer par donner les règles générales 
au moyen desquelles on peut déterminer raccroissement 
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infiniment petit des intégrales, et d’abord des quantités 
qni peuvent entrer sous le signe de l'intégration. Mais avant 
de nous èii occuper, nous allons éclaircir ce qui précède 
parla considération d’une question particulière. 

iy3. Étant donnés deux points fixes et une droite située 
dans le même plan, quelle est la courbe passant par ces 
deux points, qui, tournant autour de la droite fixe, engen- 
dre une surface minimum? 

Si l’on prend cette droite pour axe des x, qu’on partage 
en une infinité de parties la distance des projections des 
deux points, et que par les points de division on mène des 
plans perpendiculaires à l'axe, la surface engendrée sera 
décomposée en une infinité d’éléments. Or pour qu’une 
courbe satisfasse à la question , il faut qu’en considérant 
toute autre courbe passant par les deux points fixes et ayant 
ses points infiniment voisins de ceux de la première, et la 
faisant tourner autour du même axe , elle engendre une 
surface moindre que la première. Il faudra donc que Tinté- 

J ’X* 

jds diminue en passant de la courbe cherchée à 

X I 

toute autre voisine. Et dans l’intégrale { ‘ j' ds' , qiû se 

l'X, 

rapporte à une quelconque d’entre elles, les éléments 
peuvent se rapporter à des points de division de Taxe qui 
ne soient pas les mêmes que pour la première^ il suffit que 
les limites soient les mêmes. De sorte que si Ton voulait 
comparer les deux intégrales , élément par élément, il suf- 
firait d’en mettre le même nombre de part et d’autre. On 
jwurrait évidemment établir telle loi que Ton voudrait entre 
les abscisses de deux éléments correspondants : mais il sera 
avantageux de les supposer infiniment peu différentes 
Tune de l’autre. 

Les limites x„ x^ pourraient êlre inconnues, mais assu- 
jéties à certaines conditions. On pourrait, par exemple. 
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demander quelle est la courbe qui, ayant ses extrémités sur 
deux courbes données, et tournant autour d’une droite si- 
tuée dans le même plan, engendre une surface minimum. 
Dans ce cas on reconnaîtrait qu’on a trouvé la courbe qui 

résout la question , à ce que l’intégrale f yds diminue- 

J Xt 

rait quand on considérerait toute autre courbe ayant ses 
points infiniment voisins de la première , et ses deux extré- 
mités sur les courbes données , à une distance infiniment 
petite des extrémités de la première. 

Si l’on veut comparer deux à deux les éléments des 
deux intégrales , on ne pourrait , dans ce cas , les supposer 
correspondants à la même abscisse , puisque les abscisses 
des extrémités sont nécessairement différentes. 11 est donc 
quelquefois nécessaire , et toujours permis , de considérer 
les deux intégrales que l’on veut comparer comme décom- 
posées en un même nombre d’éléments correspondants à 
des valeurs de x infiniment peu différentes, et liées l'une à 
l’autre par une loi arbitraire. 

Des variations. 

174' Lorsque l’on considère un élément quelconque de 
l’intégrale maximum ou minimum , et que l'on passe à son 
correspondant, les accroissements que subissent les quanti- 
tés dont il dépend, sont nommés les variations de ces 
quantités. On conserve le nom de différentielles aux ac- 
croissements que subissent ces mêmes quantités en restant 
toujours dans le système qui se rapporte à la même inté- 
grale. On distingue les variations des différentielles par la 
caractéristique d que l’on substitue à la caractéristique d-, 
et on les supjjosc toujours infiniment petites. 

Lorsque l’on connaîtra les variations des diverses quan- 
tités x,y, Z qu; entrent dans une fonction de forme con- 
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nue i(=F(a;, z,...), on aura la variation de la fonction 
par les règles ordinaires du calcul différentiel, puisque l’on 
suppose toujoursdes variations infiniment petites. Ainsi l’on 
aura 


, dF ^ dF . , dF , , 


Transposition des caractéristiques A et 

173. Il est important de remarquer que la variation de 
la différeutielle d’un ordre quelconque d’une fonction v de 
X est identique avec la différentielle du même ordre de la 
variation de cette fonction. 

En effet, lorsque la fonction devient elle a 

pour différentielle dt'-\-dâu\ sa différentielle a donc varié 
de dâi> j donc 

fdv — dSv. 

Soit maintenant 6 d"v ou $dd''~'u\ on pourra changer 
d’ordre les deux caractéristiques d et d, ce qui dounéra 

On regardera de même d''~'v comme dd’'~'v , et l’on 
aura ôd''~' v=dd(t'~'v, et par suite 
Sd^v — ; 

on aura donc, en général, 

Sd"v = d’"S'd"-"v, 

ce qui comprend l’équation suivante 
3'd'v ~ d’iv. 

» 

Transposition des signes f et J'. 

U, U désignant une 

X I 

expression différentielle, et les limites x„Xt étant constautes 
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OU variables. On peut la décomposer en une infinité d’élé- 
ments, dont le premier correspond à et le dernier k x, 
diminué de la dernière différentielle de x. Elle sera donc 
la limite d’une somme telle que 

U. -f U, + Ü3 4- + U„. 

Considérons maintenant l’intégrale infiniment voisine 
dans laquelle elle se change par la variation des quantités 
dont elle dépend, et soitU' ce que devient U en général dans 
ce changement, de sorte que U' — U = dU. Les limites 
de cette nouvelle intégrale seront x, -J- dx, et x, -f- dx, -, 
et elle pourra être regardée comme la limite de 

u; -f. u; -f. u; -h .... -i- u;, 

ces nouveaux éléments correspondant à chacun des pre- 
miers. 

L’accroissement de l’intégrale est donc la limite de 

(u; - U.) -1- (u; _ U,) + ... 4- (u: - u„), 

ou 

/ü. 4- 4- . • • - 4- 

* 

c’est-à-dire / dU. 

Jxt 

Ainsi, soit qu’on suppose les limites x,, x, constantes, 
soit qu’on les suppose variables, on a 

J' pu = P «TU; 

Jxt Jxt 

de sorte que pour connaître la variation d’une intégrale dé- 
finie, il suflit de calculer celle de la différentielle, et de 
l’intégrer entre les mêmes limites. 

177. Lorsque nous avons cherché l’accroissement d’une 
intégrale , résultant de l’accroissement donné à une cons- 
tante qui entre dans les limites de l’intégration , nous avons 
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2o4 

VU qu'il ne suffisait pas de piendre la différence de la quan- 
tité sous le signe f, et de l’intégrer entre les premières limi- 
tes*, tandis que dans le cas actuel il suffit d’intégrer la va- 
riation entre les mêmes limites, sans avoir égard à leur 
changement. Cela tient à ce que dans le dernier cas les élé- 
ments correspondants dont on prend la dififérencc , se rap- 
portent à des valeurs de x différentes, et par conséquent ne 
commencent ni ne se terminent aux mêmes limites-, tandis 
que dans le premier les éléments correspondent aux mêmes 
valeurs de a: : ce qui fait que si l'on se bornait à prendre 
l’intégrale de la différence de la quantité sous le signe /, 
on aurait un élément de moins et un élément de trop. 

178. Avant de chercher la variation d’uue fonction quel- 

dz d'z 


, djr d‘r . 

conque de • 


dx’ 


d’abord celles de 


dx’ dx*’ 
tation de Lagrange, de y, y. 


... cherchons 
ou, suivant la no- 

dx“ 


La variation de la fraction — se déduira de la variation 

dx 

de chacun de ses termes, par les règles ordinaires du calcul 
différentiel', et l’on aura 




i'djr djrS'dx _ i'djr , S'dx 

dx '^'* ^ ’ 


dx' 


dx 


dx 


ou , en transposant les caractéristiques , 

diy—ydS-x 


^y = 


dx 


et de 


meme 


„ „ dSy'—ydi'x 

= Tx ’ 




diy"-^ydèx 

dx 
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Mais les calculs devienucnt souvent plus commodes , 
en donnant une autre forme à ces variations. Pour cela 
nous introduirons une nouvelle fonction co qui désigne la 
différence des valeurs àey correspondantes à la même va- 
leur de X dans les deux systèmes. Ce sera la variation dey 
lorsque l’on supposera dx = o , mais elle en différera en 
général , et l’on aura 

<îr = *’• 

Cela posé, cherchons la variation dey', 

r» J . » / r'd^x 

Ur nous venons de trouver ov' = — — . 

dx dx 

Remettant au lieu de dy la valeur précédente , il vient 

De cette équation, on passera semblablement à la suivante, 

et ainsi de suite indéfiniment. Nous pouvons donc poser 
la série d’équations 

~y^x + », ou iy = ^ ^x + • , 

dx 




^ dx — dx' ^ ^ de' 




d’»> ^ ^ J. 

dx"' dz’ dx"-^' ' dx"’ 


i^g. Cherchons maintenant la variation de l’intégrale 

r’\dx. 

J X, 

c 

En supposant que V renferme .r, y, • • . 
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/ \dx= f <^(Vt/.r) = / ’ (V/rf.r +</.rJV). 

t-'X, 


Mais 


f\^dx =fVci^x = Y^x — fS^d\ ; 


donc 


<r JJ’ Vd:r = V,<hr, — Y.i'x, + — dV^:r). 


Soit maintenant 

d\ = Ldx + YLdj + Ndy + -+- Qdr"+ ■ • • . 

et par suite 

S'Yzzzi.s-x + MJy -h NJ^y -f pjy" -j- Qjy 4. . . . , 
ou, en ayant égard aux équations (i), 

J'V=/x(L+My4-Ny+Py+...)+M«+îjÿ + P^ +... ; 

dx rfx“ ’ 

il en résultera 

dT<^V — d\’^'x = </x(M» + N ^ + P 

dx dx‘ ” 

et la variation de l’intégrale cherchée devient, en dési- 
gnant en général F(ar.) — F(x,) par F(x)j , 

P r'Ydx = {Y»x)]+ 4-N + P 

Ji, Jx, \ dx rfx“ J 

Mais il est nécessaire de ramener à w toutes les quantités 

sous le signe y qui en dépendent , a6n de n’avoir à considé - 

rer qu’une seule indéterminée ; et c'est ce que l’on fera au 

moyen de l’intégration par parties. En effet, on aura, 

en coiisidérant N, P, Q,. . . comme des fonctions de la 

seule variable x , 

;N- _ J«_rfr, 
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I 


</P r , 


./■« 


f^^â' / _ n dQ d a d^Q 

dx^ ~ di 


I r 

+ -r^ 4» — 

~ é/j:* .1 


<i\) 

</a:4 


rfr , 


et ainsi de suite. Donc 



ou, en remettant dans les termes intégnls les valeurs de w, 
, . . tirt^cs des équations (i), 



ii'X] 


/ 9 

^ Vdx=i 

.' JC , 


—y ('n — ^ + \ 

V dx dx^ J 

. dP , d^q \ 

+<r'(l'-^ +•■■)+ y(Q-...)+«c. 


r^* , /'nr , d ? d^q . \ 

-+-X, 



S'il y avait dans V une autre fonction z et ses dérivées , 
> il sulBrait d’ajouter des termes semblables à ceux qui se 
rapportent à J"; on changerait u en w', en supposant 
âz =z'âx -j- tù', et les ddrivees relatives ky, j' . . ., se- 
raient ch.ang«ies dans celles relatives k z, z' ... . 

On agirait de la même manière pour un nombre quel- 
conque de fonctions de x ; et l’on a ainsi la variation d’une 
intégrale définie quelconque relative à x , lorsque les li- 
mites n’entrent pas dans la fonction sous le signe /. 
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i8o. Si la fonction V renfermait les valeurs de 
relatives aux limites , la variation de l’intt^grale se com- 
poserait des termes que nous venons de calculer, et en ou- 
tre des suivants : 


x: 


„ d\\ , , dv ^ 




Or dx,, dx„ dy,, dj\, . . . n’étant pas des fonctions de x, 
passeraient en dehors du signe f, et l’on aurait seulement 


. r^’dY ^ , . r=^‘dv ^ , , . r>d\ . 

'*■,/„ s;*+'^'X, -J-. '<s. *' 


ces intégrales ne renfermant plus rien qui se rapporte aux 
variations. 


Détermination des fonctions inconnues. 

i8i. La condition pour que l’intégrale définie soit 
maximum , consiste en ce que , quelque signe et quelque 
grandeur qu’on suppose aux variations infiniment petites 
ôx, iy, âz , ... la variation de l’intégrale soit constam- 
ment négative ; la condition du minimum sera , au con- 
traire, que cette variation soit toujours positive : et, dans 
les deux cas, elle doit être de signe constant. Il faut donc 
que la partie de cette variation où n’entrent que les pre- 
mières puissances des quantités ôx, âjr , . . . soit nulle-, et 
cette condition ser& commune au maximum et au mini- 
mum. On reconnaîtra l’un de l’autre au signe de reuscin- 
ble des termes du second degré , signe qui devra d’ailleurs 
être constant. 

Or la partie qui renferme seulement les premières puis- 
sances des variations est celle que nous avons calculée , et 
qui, dans le cas d’une seule fonction y, se trouve exprimée 
par l’équation ( 2 ) -, il faut donc que le second membre de 
cette équation soit nul. 
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Mais la somme ^es termes en dehors du signe /, doit 
être nulle , et l’intëgrale doit l’étre aussi séparément. Car 
sans cela , si l'on choisissait arbitrairement les variations 
indépendantes relatives aux limites, il resterait encore sous 
le signe / la fonction arbitraire &> , et l’intégrale déhnie ne 
saurait être nulle quelle que fût cette fonction-, l’équa- 
tion (a) ne subsisterait donc plus. 

D’ailleurs cette intégrale Ç a>dx(M — +•••) 

ne peut pas être nulle quelle que soit la fonction w , à 
moins que la quantité qui la multiplie sous le signe / ne 
soit nulle. On a donc l’équation suivante * 


( 3 ) 



^ _ 
dx'‘ dx' ' ' ' 


Elle est nécessaire, mais non suflisante, pour que l’inté- 
grale j Vdx soit maximum ou minimum. Elle renferme 

les quantités x, y, y, j" . . . , et fera connaître en fonc- 
tion de j: , et de constantes arbitraires , en nombre égal à 
l’ordre de la dérivée la plus élevée. 

Considérons maintenant les termes en dehors du signe y 
dans l’équation (2). Si les variations relatives aux deux li- 
mites sont indépendantes entre elles, la somme de ces ter- 
mes devra être nulle , pour chaque limite. 

Si la question établit des relations entre les variations 
relatives à une même limite , on s’en sert pour éliminer un 
nombre égal de ces indéterminées , puis on égale à zéro les 
coefficients de celles qui restent indépendantes ; ces équa- 
tions, jointes aux équations intégrales, serviront à déter- 
miner les constantes , ainsi que les valeurs de x, y, z, re- 
latives aux limites. 

182. S’il y avait plusieurs fonctions j', z . . on suivrait 
la même marche. L’intégrale qui entre dans la variation 

*4 
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devrait encore être nulle , ihddpendaminent des termes in- 
tégrés. Elle renfermerait, comme nous l’avons vu, plu- 
sieurs fonctions a>, u'. . . , dont les valeurs sont 

U ■=. iy m' — S~Z — z'ix. , , 

Ces fonctions arbitraires seraient indépendantes , puisque 
dans chacune d'elles il s’introduit une nouvelle variation 
arbitraire. Il faudrait donc que les quantités qui multi- 
plient chacune d’elles fussent nulles séparément, ce qui 
donnerait autant d’équations différentielles simultanées 
qu’il y a de fonctions à déterminer. 

Elles seraient.de la. forme 


(4) 


i dx'*'dx^ dx’^'^'" 


dx' 


... dW .d-V d^(^' 
dx ■*" dx' 


dx^ 


= o. 


M', N'. . . représentant, par rapport à z, ce que M, N, . . . 
représentent par rapport kj. 

Les constantes se détermineraient encore par les condi- 
tions relatives aux limites. 

i83. Si les fonctions z, étaient assujéties à satisfaire à 
une équation F(x, y, z) — o, les variations dx, âj, âz sa- 
tisferaient à la suivante 


(«) 





O. 


On pourrait en tirer âz en fonction de âx, ây, et la 
substituer dans l’expression de la variation de l’intégrale ; 
on aurait ainsi une fonction indéterminée de moins sous le 
signe /, et par suite une équation de moins, qui serait 
remplacée par F(x, y, z)= o. 

En effet, la quantité sous le signe /, qui doit être égalée 
ù zéro, est de la forme 

A» -J- A’»’, 
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211. 




et l'équation (a) devient, en remplaçant w et w' par leurs 
valeurs ' 

dF dF dF 

(y-^+ «) + j: + -') = O- 

Le coefBcieot de Sx dans cette équation est nul , puis- 
qu' en différentiant l’équation F(x, y, z) == o, on trouve 


^ r' -t- — 

dx djr dz 


r= o; 


il reste donc seulement 


dF , , d? 

Tirantdelàcd', etle substituant dans l'expression Ao)-f- AV, 
qui doit être égalée à zéro, on obtient 



et cette quantité devant être nulle, quelle que soit la fonc- 
tion w , on doit nécessairement poser 


dF 



dz 

m 

On aura ainsi entre et z les. deux équations 


(5) A^=A'^, F(a:,/, z) = o. 

d'où l’on pourra tirer j' et z, en fonction de x. 

i84- Autre espèce de condition. Souvent, au lieu d’as- 

14. . 
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sujétir les valeurs de x,y, z a satisfaire à une équation de 
forme déterminée, on demande qu’une certaioe intégrale 
défiuie conserve une valeur constante. 


Soit donc r Vdx =3 a, et proposons-nous de trouver 

Xi 

le maximum ou le minimum de / 'Sdx. Les variations de 

J X, 

ces deux intégrales devront être nulles-, ce qui donnera 
deux équations de la forme 

(i) r ui$dx = o, (2) r v»dx-=.o-, 

*/xi Jx, 

u et V étant déterminés par U et V au moyen d’une for- 
mule démontrée précédemment', et u désignant encore 
$y —fdx. 

Si l’on pose, avec M. Cauchy, 


£ 


imdx 




on aura 


d’où 


= O , (pix^) = O , et Vit = <p\x) ; 
0'(x) 


b) ; 


Substituant cette valeur dans l'équation (i) , on obtient 

xr 


équation qui serait satisfaite si - était constant. Or on trouve 
en intégrant par parties, et désignant par la dérivée 



fz ^ ~ (^) ’’ 

prenant x^ et x, pour limités des intégrales, et observant 
que devient nul à ces limites, il vient 
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X? =-X? *<*> O '''• 

et par conséquent 

' Cette équation devant avoir lieu quel que soit 9 (x), on en 
conclut nécessairement = o, et par suite 


- = « , ou U-. 


a. désignant une constante inconnue. 

Telle est donc l’éqùation düTérentielIe qui déterminera 
la fonction Quand sa valeur sera trouvée, et que les cons- 
tantes introduites par l’intégration auront été déterminées 
par les conditions des extrémités, on la substituera dans 

l'équation f Xldx = a , qui fera connaître la valeur de 

«/ Xf 

la constante ce. 

Il est facile de voir que l’on arriverait au même résultat, 
en cherchant le maximum absolu de / Vdx — < j \dx , 

Jxt Jx, 

et déterminant la constante ce comme nous l'avons indiqué. 
On retombe ainsi sur la règle donnée autrefois par Epier. 

Nous allons maintenant examiner quelques cas simples , 
qui se rapportent à la théorie précédente. * 

Cas particuliers où Von ne considère que les , 
différentielles du premier ordre. 

i85. Appliquons cette théorie au cas simple où la fonc- 
tion V renfermerait trois variables z, et les premières 
dérivées seulement de y et z. 
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L'intëgrale proposée sera j y, z, jr*, z^dx , 

U X I 

ou = 

1°. S’il n’existe aucune équation générale entre x,y, z, 
on fera usage des équations (4) , et l’on aura 

(6) M-- = o, M-— = o, 


en supposant toujours 

dr ' df-^’ 


ÿ. — M' — — N' 

dz~,' dz'~ 


Ces deux équations simultanées étant du second ordre, 
donneront et z en fonction de x et de quatre constantes 
arbitraires. 

Si les deux limites sont indépendantes, on aura pour 
chacune 


(,) (V — Ny— NV)^a-+N<r^+lS'/z=o. 


Si pour l'une d’elles il n’existe aucune condition, $x, ày, âz 
étant indépendants, leurs coefficients doivent être nuis sé- 
parément, ce qui donne trois équations entre les valeurs de 
x,y, z,y, relatives à cette limite. Si, au contraire, à 
cette même limite, x, y, z devaient satisfaire à une équa- 
tion donnée <j>(x,y, z) = o, on aurait 




Éliminant dz entre cette équation et (7), il ne resterait plus 
que les indéterminées âx, ây dont on égalerait séparément 
les coefficients à zéro. On aurait donc encore trois équa- 
tions entre les valeurs àex, y, z,y*, z' relatives à cette li- 
mite. On agirait de la même manière si l’on avait une se- 
conde équation. 
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Actuellement il est facile de déterminer les constantes 
arbitraires introduites par l’intégration. Car les équations 
obtenues entre x,y, z et ces quatre constantes devant être 
satisfaites par x ^ , z^, et par x^,y , , z,, il en résultera 

deux équations pour chaque limite. Ainsi, pour chacune 
d’elles , on aura cinq équations entre les valeurs de x, y y 
z qui s’y rapportent et les quatre constantes; on pourra 
donc déterminer ces constantes et les valeurs de x, y, z, 
relatives aux limites. 

2 °. Si les variables x^y, z sont tenues de satisfaire à une 
équation z) =o, il faudra faire usage de la for- 

mule (5) , qui devient dans ce cas 


( 8 ) 



dx) dz \ dx ) dj 


Éliminant z au moyen de l’équation z) = o, on 

aura une équation du second ordre entre x et_y. En l’inté- 
grant on connaîtra^, et par suite z, en fonction de x et 
de deux constantes arbitraires. 

Les valeurs de j:, , , z, , j?,, , z,, se détermineront 

comme dans le cas précédent , en observant qu’elles doi- 
vent satisfaire à l’équation F(x, y, z) =o. On aura alors 
quatre équations pour chaque limite. Les deux constantes 
arbitraires se déduiront de ces équations ainsi que les va- 
leurs de X, y, z relatives aux limites. 

Appliquons ces formules à quelques exemples. 

i86. Ligne de longueur minimum. Considérons d’a- 
bord le cas où l’on ne donne pas de condition générale en- 
tre les coordonnées x,y, z des divers points de cette ligne, 
c'est-à-dire où elle n’est pas assujétie à se trouver sur une 
surface donnée. 

Jj’iuUigrale qui doit être minimum est 


dx\^ 1+ + z * ; 
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on a donc 

V = [/,-,-y^+z'* = M=o,M'=o, 

„ 2 «te 

V i-i-y’ -f- v/ 1 + 


Les équations (6) deviennent ^ =o, = o. 

dx ’ dx ’ 

N et N' sont donc constants, et par suite, y et z'. 

Soit 

y = C,' z'=C’, 

on en déduit 


J" — d, Z = C'x 4 d'. 

Ainsi , quelles que soient les conditions relatives aux ex- 
trémités, on trouve, comme on devait s’y attendre , les 
équations d’une ligne droite. 

L équation (y), qui doit avoir lieu pour chaque extré- 
mité , devient 


( +y^j' + z'^z = o, 

i°) j ou 

( dx S'x djr iy dz Sz z= O . 

Or il y a trois cas à examiner pour chaque extrémité : 
1 ° si l’extrémité (j:, ,y,,z,) est fixe, on a âx,=o, dy,=o, 
àz^=zo-, ses coordonnées z, sont données , et les 

constantes C, C', d, d', devront satisfaire aux deux condi- 
tions 

y I CaTi -f- d, z, = C ar, -f- d ; 


îi® si cette extrémité satisfait à une équation F(a’, z) = o, 
on aura 


dF . , dF dF ^ 

^r, + -dy,+~^,^o. 


dx 


Éliminant dz, entre l’équation (8) et celle-ci , puis égalant 
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à zéro les coefficients de dx, et , on obtient 

dV ,dF ,dF ,dF , dF ,dF 
S- = "S- Tr=^Tx- 

OU 

r — 

dz dx' djr dx' 

équations dans lesquelles x, y, z sont remplacés par 

, -s.- 

Ces deux équations seront jointe^ à F (x, , , z,) = o, 

et aux deux suivantes : 

J-, =Cjf, + d, Z, = C'x. + d'. 

On aura ainsi cinq équations entre x, , , z, et les 

quatre constantes. 

Si l’on avait donné deux équations entre x, , j, , z, , on 
arriverait de même à cinq équations entre elles et les cons- 
tantes. 

Ainsi , pour chaque extrémité , soit libre , soit assujétie 
à une ou deux conditions, on trouve toujours deux équa> 
tiens entre les constantes , ou direetement, ou par l’élimi- 
nation de X, , , Z,. Donc les quatre constantes pourront 

toujours être déterminées par les conditions relatives aux 
deux limites. 

187. L’équation (a) renferme une propriété géométrique 
remarquable de la ligne minimum. En effet, elle exprime 
que la direction qui fait avec les axes des angles dont les 
cosinus sont proportionnels à dx, dy, dz, est .perpendicu- 
laire à celle dont les cosinus sont proportionnels à dx, ây, 
dz. D'où il résulte que la tangente à la L'gne cherchée, 
menée par l’une quelconque de ses extrémités, est perpen- 
diculaire à toutes les directions suivant lesquelles cette ex- 
trémité peut se mouvoir. Elle est donc normale à la 
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courbe ou à la surface sur laquelle doit rester cette extré- 
mité , si elle n’est pas fixe de position. 

188. Supposons maintenant que la ligne cherchée soit 
assujétie à se trouver sur une surface donnée , ayant pour 
équation 

J', a) = O ; 

il faudra dans ce cas satisfaire à l’équation (8), qui sC ré- 
duit à 


dz dx djr dx ’ i/z ’ ds dj ' ds' 


Cette équation du second ordre , jointe à la précédente , 
donner.! j et z en Tonction de x et de deux constantes ar- 
bitraires. 


L’équation (y) aura lieu pour chaque limite, et démon- 
tre encore que , si elles ne sont pas fixes , la courbe cher- 
chée est perpendiculaire aux courbes suivant lesquelles 
elles peuvent se mouvoir sur la surface donnée. Dans l’un 
et l’autre cas les constantes se déterminent par les moyens 
déjà indiqués. 


„ T , , . dp d’ r dp d*z - , 

i8g. L équation ^ ^ dï* connaître 


une 


propriété remarquable de la ligne minimum. En effet, la 
droite qui joint un quelconque de scs points au centre de 
courbure fait avec les axes des angles dont les cosinus sont 


, , d*x d^r d^z 
proportionnels a ^ 


- ; et les cosinus relatifs à la 


normale à la surface sont proportionnels 
Or l'équation précédente donne 


(à) 


dy 

ds"' 

dF 


d’z 

ds* 

df' 


. ^ dP ^ 

^ dx' dy' dz" 


dy dz 
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et il est facile de voir que ces rapports sont aussi égaux à * 

d^x 

ds^ 

car la symétrie des données relativement à x , y, z 
dx 

montre qu’en dirigeant autrement le calcul, on aurait 
trouvé ce dernier rapport égal à l’un des deux autres. 

C’est , au reste , ce qu’on peut facilement vérifier. 

En efiet , les équations (£) donnent 


d’y 

d^z 

d’y dy d'z dz 

d’x 

ds' 

ds^ 

ds’ ds ds’ ds 

ds’ 

iF “■ 

dF ~ 

dF dy ^ dF dz 

dF 

dy 

dz 

dy ds dz ds 

dx 


comme nous l’avions annoncé -, la direction de la normale 
à la surface se confond donc avec celle de la droite menée 
du même point au centre de courbure de la ligne mini- 
mum. En d’autres termes, le plan osculateur de cette 
courbe est constamment normal à la surface. 

190 . Aire de révolution Minimum. Proposons-nous de 
trouver la courbe plane passant par deux points donnés 
M, N, et qui engendre une aire minimum, en tournant au- 
tour d’un axe AX situé dans son plan. 

/»Tj 

L’intégrale J ydxŸ 1 + 9 ^* devra être minimum. Or 
l’équation (3) donne 

V/T+T'^d ou d,^d.y^£ 

d’oùs — C =y (-Î — C)’ -4- C'. Mais pour obte- 

nir l’équation entre x et y, nous reprendrons l’équation pré- 
cédente^, qui donne 

d.s dy . d‘y ds 

dy ds ds‘‘ dy' 
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« 


ds 


et divisant par ^ 




en observant que ^ 

/drV <f*r dr . d'x dx 

IF dI~^dF 

l iquation devient 

dr dx . d'x 
ds ds^^ ds- 

d’où 

4î = C,r=c(.+g), .x: 

et en intégrant, 


Cdy 


Vr-c-' 


= 1. , c^ ^ ï/^‘-c*=( 


4T-*-Ci 

;Ce~^. 


d’où 


X-C, 


-c, 


x=î( . ,, 


équation d’une chaînette dont les branches infinies s’élè- 
vent au-dessus de l’axe AX , ce qui suppose la direction de 
la pesanteur perpendiculaire à cet axe. 

Les constantes C, C„ se détermineront en exprimant que 
l'équation est satisfaite par les coordonnées des points M. 
et N. Si l’on considère le cas le jilus simple, où les ordon- 
nées de ces points sont égales, la courbe sera symé- 
* trique par rapport à la perpendiculaire à l’axe , menée par 
le milieu de MN. Soient a et — a les abscisses des deux 
points , et b leur ordonnée , on aura d'abord C, = o pour 
4 que l’équation ne change pas quand on remplace x par — x\ 
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puis 


b=^[ e^4- e ^ 


qui détermiDe C. 

Si l’on pose g = U, on a — = T(e“ + e~“), et l’on con- 
naîtra U par l’intersection de la droite^ = — et de la 

chaînette J' = { (e“ -f- e““); la valeur de C s’ensuivra. 
191. Il n’est pas toujours possible de satisfaireà l’équation 
2Ù 


En effet, le second membre est infini pouru=oet 
U = oo; dans l’intervalle il reste fini et positif: il a donc 

un minimum , et le problème serait impossible si — était 

moindre. Cherchons donc la valeur de — relative à ce rai- 

a 


nimum: il y aura une seule solution si l’on donne — égal 

à cette valeur , deux s’il est plus grand , et aucune s’il est 
plus petit. 

La valeur de u relative à ce minimum satisfait à 
e“ 4 - e-“ 

— -I- z= e“ — e~“. 

ti 

I 

Si l’on éliminait u entre cette équation et la précédente , 
ou aurait l’équation qui doit déterminer la plus petite va- 
leur que ^ puisse avoir pour que le problème soit possible. 

Si l’on observe qu’on a identiquement (e“ — e~“)’ 
=5 (e“ -f- — 4> Ja dernière équation peut se mettre 
solfia forme 

+ e-“ ^ 

7 = l/(e“ + e-y - 4 , 
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d’où résulte 


et par suite 


Or 

nb 

a 

d’où 




^ 


= e“ — c 


( U 4" ô ë "f" •••)** 

\ *1.2.3 I .2. . .5 / 


b ,/“7^r , 0+^') 0 

â- V '+Î-’ TUTTTs" + •••_• 


Si l’on néglige ^ dans le second membre , il devient trop 

petiti ainsi ^ + 77^ + 77^ + ■ • • 

La réciproque de cette valeur est donc plus grande que 
et si on la substitue dans'le second membre, il devient 

trop grand et donne une limite supérieure de U en ré- 
sulte une valeur trop grande pour et en continuant 
ainsi l’on aura une série de valeurs alternativement plus 
grandes et plus petites que et qui s’en rapprocheront in- 
définiment. On trouvera ainsi ^ = i , 289 . . . 


U faut donc que le rapport - soit au moins égal à 1,289. 

pour qu’il y ait une courbe qui engendre une aire mininupi; 
et l’on concevra la possibilité qu’il n’en existe pas, si l’on 
observe que lorsque la courbe coupera l’axe, les ordon- 


Digitized by Google 



SECONDE ANNÉE. 


323 


nees deviendront négatives , et l’integrale dëcrottra indéfi- 
niment. 

Si l’on a ijsSg, on a deux solutions-, mais elles ne 

peuvent donner deux minima, car il devrait y avoir un 
maximum intermédiaire, ce qui exigerait trois solutions. 
Elles ne peuvent non plus donner deux maxima; elles 
donnent donc un maximum et un minimum. L’intégrale 
diminuant jusqu’à l'infini négatif, on voit que le maximum 
correS])ondra à la chaînette qui aura son sommet le plus 
bas, et le minimum à celle dont le sommet sera le plus 
élevé. Cette dernière correspond à la plus grande des deux 
valeurs de C, puisque l’équation de la courbe est 

+ e ^1, et qu’en faisant x = o on trouve 

C pour ordonnée du sommet. 

19a. Maximum de Vaire de courbes isopérimètres. 

L’intégrale maximum est ydx , et l’on doit avoir 




On posera 


^ [(.7' + * i/* +y*V-3^l = O 


d’où 





C' = — v/«‘ — (x-C)>, 


et enfin 




■ Digm 


La courbe est donc Un arc de cercle ; et il reste à trouver 


I 


a-24 COURS d’analyse. 

les constaotes « , C , C'. On exprimera d’abord qu'il passe 
par les deux ppints extrêmes donnés M, N, ce qui donnera 

(ar. — C)“ 4- (j, — C')“ = 

• (X, - C)’ 4- (j-, — C')’ = 

d’où 

x\ —xl— aC (ar, — X,) + j] — jr] — aC' (jr, ~-j,)=o. 

Le centre se trouve donc sur la perpendiculaire élevée sur 
. le milieu de la droite qui joint les extrémités. 

Soit d la longueur donnée de cette droite , on aura • 

d = 2» sin —, 
a« 

équation qui détermine «; C et C' s'ensuivront, et l’on trou- 
vera deux cercles dont les centres O, O' seront symétriques 
par rapport à la corde donnée. L’un se rapportera au maxi- 
mum, l’autre au minimum : car les deux aires sont respecti- 
vement égales au trapèze MPQN, augmenté ou diminué*de 
la même quantité MRN-, donc si l’une est maximum, 
l'autre est minimum. On en conclut encore que cette sur- 
face IVIRN est maximum-, et si la question a pour objet 
l’aire comprise entre la corde donnée et l’arc , elle n’est 
susceptible que d’un maximum, et il est déterminé par 
l’arc de cercle dont la corde et la longueur sont connues. 

Si la grandeur de l’arc et la direction des axes étaient 
telles que le segment MRN fut coupé par les ordonnées 
extrêmes , cette dernière proposition n’en serait pas moins 
vraie. Car si l’on suppose la courbe déterminée, on peut 
y tracer d’une infinité de manières une corde telle que , * 
pour un système d’axes convenable , on rentre dans le cas 
précédent. Or l'aire totale étant maximum , ce segment le 
sera de même en laissant son contour constant -, donc il est 
"terminé par un arc de cercle : ce qui ne saurait être pour 
toutes les cordes qu'on peut ainsi concevoir, si la courbe 



Digiiized by Google 



SECOiNDK ANNÉE. 


entière n'est pas un arc de cercle. Si les deux points M et 
N se confondent, on a le cas d’une courbe ferme'e , et l’on 
voit qu’elle doit former un cercle entier. 

193. Maximum de la surface engendrée par la ré- 
volution de courbes isopérimètres . Il faut dans ce cas que 


i ydxV^ soit maximum, en même temps que 

V' JT I 

/ *X * - - - , 

f dx V^i -{-■/* =/■, on devra doue poser 

Jx, 

f ‘-f-y’' + -t-y’) da:] = O, 

J Xi 

ou 

+ r ’ dx] = O. 


Le calcul sera le même que dans le cas déjà traité , où 
l’ou ne douue pas la longueur de la courbe. Seulement, 
y-f-a est substitué hjr. On trouvera donc 




La courbe est encore une chaînette. Les trois constantes*, 
G, G„ se détermineront en exprimant que la courbe passe 
par les deux points donnés, et que sa longueur est l. 

ig 4 . On démontre en statique que la chaînette est de 
toutes les courbes isoperimètres , celle dont le centre de 
gravité est le plus bas possible. En admettant cette pro- 
priété , on aurait pu conclure que la courbe qui engendre 
l’aire minimum est une chaînette dont la convexité est 
tournée vers l’axe, et que celle qui engendre l’aire maxi- 
mum est celle qu’on obtiendrait en supposant l'action de 
la pesanteur dirigée en sens contraire. 

igS. Solide minimum engendre par la révolution de 
courbes isopérimètres. Soit l la longueur d’uue courbe 

i5 
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qui passe par deux points donnés , et tourne autour d'un 
axe situé dans son plan ; le solide engendré aura pour ex- 

pression J dx , et l’on aura J dxy i On 

devra donc poser 

'i\{y + »V 1+ f'‘) dj] = O, 

et la condition du minimum sera 

d ^ 

d r y \ à» 

ou, en effectuant la différentiation, 

d ‘r ds 

Cette équation se simplifie au moyen de l’équation 


d^jr dy d'x dx 

ds' ds ds' ds 


Elle devient 


dy. d'x 


d'où, en intégrant, 


r*=C — «— ou T^ = C = 

^ d.v y,. 


d’où l’on tire 




V/*“ — (y'—Cy 


Cette équation est celle de la courbe nommée élastique^ 
parce quelle représente la figure d’un ressort en équilibre 
sous l’action de certaines forces. On ne peut l’intégrer que 
par série. Les deux constantes a et C, ainsi que ceSle qu’in- 
troduirait l'intégration , se détermineraient en exprimant 
que la courbe passe par les deux points donnés, et que sa 
longueur est /. 


by CjUU^If 



SECONDE ANNÉE. 


22 ' 


196. Brachystochrone. On nomme ainsi la courbe que 
doit suivre un corps pesant, pour descendre d'un point à 
uq autre dans le moindre temps possible. En désignant par 
g la force de la pesanteur, on a 

(^;y=2^(x.-x), 

en désignant par x les ordonnées comptées verticalement 
et en sens inverse de la pesanteur, et par x. celle du point 


ds 


le plus élevé. On tire de là dt = — ^ 

V^gVx,~x 


i et pour 


satisfaire à la condition donnée , il faudra que l’intégrale 
ds . . . 

X mmimuin , ou que 1 intégrale négative 

Jx — X — X — maximum-, ce qui donne d’a- 

bord les équations 


y'x , — X ^ 


^-C 
— '''> 


X , — X ds 


rv 


d’où 


dz~C' C' 


Cette équation montre que la courbe est eomprise dans un 
plan vertical. Prenons ce plan pour plan des x etj>^ -, il est 
connu puisqu’il renferme les deux points donnés. On a 
alors X = 0 , et il ne reste que l’équation 

I dj , dx\/x , — X 

— r = C. a ou dr — — ■ 

Si l’on pose x, — x=x, cette équation devient 
,lj dr* / ’ s’intégrera facilement. 


\/f,' 


• 5 ., 
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Celle courbe est une cycloïde dont nous allons recon- 
naître la position. 

B et G étant les deux points donnés , la transformaüon 
que noua avons faite revient à prendre la verticale BZ pour 
axe des z positifs et BY' parallèle à AY, pour axe des 
Dans ce système d’axes une cycloïde dont la base serait BY' 
et l’origine en B, aurait pour équation différentielle 

djr — dz l / — - — , 

a étant le rayon du cercle générateur. 

La courbe cherchée est donc une cycloïde dont la base 

est BY' , le diamètre du cercle générateur et l’une des 

extrémités de la base, B. 

La constante C se déterminera en exprimant que l’équa- 
tion finie de la cycloïde est satisfaite par les coordonnées 
du point C. 

197. Supposons maiiitenant que les deux points ex- 
trêmes, au lieu d’être fixes, soient assujétis à se trouver sui- 
des courbes données. On parviendrait comme dans le pre- 

micr cas à l’équation jy = P z -f-C", qui prouve que la 

courbe est encore située dans un plan vertical. Ce plan est 
inconnu, mais l’équation de la courbe rapportée à des axes 
pris dans ce plan n'en aurait pas moins la forme déjà trou- 
vée; d’où l’on conclut que cette courbe est une cycloïde 
dont la base est horizontale et dont l'origine est au point de 
départ. Tout se réduit à trouver les coordonnées des deux 
points extrêmes et le rayon du cercle générateur. Les deux 
limites étant indépendantes l’une de l’autre, on devra avoir 
pour la première, l’équation 

— dx~-(V — Ny— N^,— N'é'i,=o. 

Xf uXg 
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Dans le cas actuel , on a 


y=Ji±yi±^, N=_=_^_=c. 

^ X, X ^ X, — X y' z'“ 


N' = 


. y x,—x\/ i+jr'‘+z'^ 

, A ' 

(x,—xy 

L'équation (a) deviendra donc 


= C', 


J- 


(x,— x) 'dx 


v/i+y^+z'^-v+cy+c'*' 


^x 


— CS^y — ■ = O. 


Nous effectuerons l’intégration et les réductions avant de 
passer aux limites. 

L'intégration par parties donne 


,/■- 


(x,— X) 


dt V/ i+y*4-a'> = -(x,-x) ’ i+y'+z'” 


+/ 


■(x.-x)’ » cyy +*'*') dx 


i/i+y 


- = _v+/(Cr-+c'*") dz 
= -v+cy+cv. 

Il faut, dans cette dernière quantité, substituer à x succes- 
sivement X, et x„ et retrancher le second résultat du pre- 
mier. Pour éviter la difficulté relative au facteur (x, — x) ’ 
qui devient infini , nous prendrons d'abord une limite infi- 
niment voisine de x„ et nous opérerons les réductions •, 
puis nous passerons à la limite x,. Les trois termes 
V — Cy — C'z' relatifs à cette limite qui tend vers x. , se- 
ront détruits identiquement, et il restera enfin l’équation 

(^b) (— V-t- cy-t- C'a), <tx,— Ciz, = O. 
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Ea substituant les valeurs de V, C, G', on trouve 

— I 


-V + cy+ Cz = 


ÿ ' x ,— xv i-f-y’-h/" 

et l’équation (i) devient 

dx, J'x, + dj-, Jjr, 4- dz, iz, = o. 


Elle exprime que le dernier élément, de la courbe cher- 
chée est perpendiculaire à la direction de la tangente à 
la première courbe donnée, au point de départ. 
L’équation relative à la seconde limite est 

(V- Ny- NV), Sx, -h NSj-, + = o. 


ou 


dx,Sx, + djrJj't 4 - = o, 


ce qui montre que le dernier élément de la cjcloïde est 
perpendiculaire à la tangente à la seconde courbe don- 
née au point d'arrivée. 

Ces diverses conditions déterminent la cycloïde dont le 
premier élément est toujours vertical , et la base, horizon- 
tale. 

Si les deux courbes étaient planes , les propriétés que 
nous venons de démontrer prouveraient que les tangentes 
aux courbes données , aux points de départ et d’arrivée , 
sont parallèles entre elles. 


Calcul des différences finies. 

198. On appelle différence à’une variable, l’accroisse- 
ment fini qu elle reçoit. Les différences des fonctions sont 
déterminées par celles des variables dentelles dépendent. 
Elles deviennent des différentielles quand les accroisse- 
ments des variables tendent vers zéro. Elles sont désignées 
par la caractéristique A, comme les difiérentielles par la 
caractéristique d. 

L’expression des différences est en général beaucoup 
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moins simple que celle des différentieUes , parce que dans 
les premières on ne peut rien négliger, tandis que dans les 
autres, où l’on n’a en vue que des limites de rapports ou de 
sommes, on peutajouter ou retrancher toute grandeur dont 
le rapport avec elles a pour limite zéro. 

La différence entre les deux valeurs que prend une fonc- 
tion quand la variable dont elle dépend prend deux va- 
leurs successives, se nomme la différence première de cette 
fonction. Cette différence est en général une fonction de la 
même variable; et sa différence première, correspondante 
à un nouvel accroissement égal de cette variable, se nomme 
la différence seconde de la fonction. La différence de la 
différence seconde est la différence troisième de la fonction, 
et sinsi de suite. Si l'on désigne par u cette fonction , ses 
différences' successives sont représentées par 
Au, A’u, A*u,...A”u. 

199. Supposons* généralement que la différeuce Aa: soit 
une fonction déterminée/(j?) ; et soient 

ar, X,y Xtf X^y . . • Xja^yy , CtC., 

les valeurs successives qui en résultent pour la variable x ; 
de telle sorte que l’on ait 

.T,=x -f-Ax,ar,— *, -J-Ao:,, , 

équations qui pourront encore s’écrire de la manière sui- 
vante 

X, = X ■+• Ax, 

X, =: X -f- A* -f- Ax,, ' 

Xs = X -f Ax -I- Ax, -H A.T., 


x„_, = X -f AX -1- Axi 4- Ax,_„ 

Xyyy = X -f AX "f AX, -f" . , . "f- AX„_,. 

Toutes CCS expressions peuvent être considérées comme 
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dépendant uniquement de la première vaicur arbitraire 
car Ar étant une fonction de x, x, ou a: -f- A x l’est de 
même. Ar, ou f{x,) est donc aussi fonction de x seule- 
ment, et par suite aussi x, qui est égal à x -f- Ax -f- Ax,. 
De même Ax, ou /{x,) sera fonction de x seulement, et 
par suite aussi x.«; et ainsi des autres indéfiniment. 

Il est encore utile d’observer que chacune de ees valeurs 
successives peut se former de la précédente, en y changeant 
X en X -|- Ax. En effet, supposons qu’il en soit ainsi jus- 
qu'à x„_, inclusivement, et changeons x en x-f-Ax dans 
Xm—, ■ son premier terme x devient x-{- Ax; son second 
terme Ax devient Ax,; son troisième Ax, devient Ax,, et 
enfin son dernier devient Axm_, ; par conséquent, x„_, 
se trouvera changé en x„ . La proposition est donc générale 
puisqu’elle est vraie pour X,. Si maintenant on considère 
une fonction quelconque «==çp(x), et que l’on désigne par 

Uf W,, 1/3, • • * • • • 

les valeurs correspondantes à x, x, . . . ,x„; chacune de ces 
valeurs successives de « pourra être considérée comme fonc- 
tion de X seulement, et se déduira de la précédente en y 
changeant x enx-f-Ax, car, puisque l’on a généralement 
"m_. = <F(a:„,_.), u„ = ip(.r„) , 

et que X„ ne dépend que de x , et s’obtient en changeant 
X en X -f- Ax dans x„_, , u„ sera aussi fonction de x seul 
etse déduira évidemment de «m-i par ce même changement. 

200. D’après la définition que nous avons donnée des 
différences successives , la seconde différence A’m sera l’ac- 
croissement que prendra Au quand on y changera x en 
x-j- Ax; la troisième différence A’ u sera l’accroissement 
de A’u résultant du même accroissement Ax que l’on y 
fera subir à x; et ainsi de suite. 

De même Au, étant l’accroissement de u, relatif .à l’ac- 
croissement Ax, donné à X,, A’u, sera l’accroissement de 
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Au, quand on y fera croître x, de Aar, -, et de même pour 
les différences suivantes. On voit donc que les différences 
successives de u, seront les mêmes fonctions de x, que 
celles de u le sont de a: ; et il en sera de même pour les dif- 
férences de Mj, lis,. ■ - u„, etc. Il résulte de là que toutes 
les différences de s’obtiendraient en changeant en 
x„,dans les différences correspondantes de etcomme 
on a vu que ce changement s’opère en substituant x-|-Ar 
à X lorsque l’on considère Xm-t comme exprimé en fonc- 
tion de X, il s’ensuit que les différences d’un même ordre 
quelconque des quantités 

u, u„ u,, . . . u„_„ u„, 

se déduisent chacune de la précédente, en y changeant x 
en X -f- Ax. On observera encore que pour obtenir A"u^, 
c’est-à-dircraccroissement de A’~'u, dans lequel on change 
Xj, en x^ -f- AXf , il suffit de prendre l’accroissement que 
prend A"~'t/p considéré comme fonction de x , dans lequel 
on changera x en x -f- Ax. 

Ges propriétés appartiennent aux différences successives 
de x^ comme à celles de la fonction quelconque u. 

201 . Il est facile d’exprimer la différence A"'u au moyen 
desm-(- I valeurs n, u„ u„... u„. 

En effet, on a d’abord 

Au = u, — u. 

Pour obtenir A'u, il faut, dans l’expression de Au, chan- 
ger x en x-4~ Ax, et prendre l'accroissement. résultant- . 
Cette substitution changeant respectivement m, et u en u, 
et u, , on trouvera 

A'u = 7/, — au, -f- u. 

De même A^u sera l’.iccroissement de l’expression de A'u, 
dans laquelle on changera xen x-(- Ar, et l’on aura 
A’?/ = 77j 3i/, -[- 3u, u. 
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Od voit jusqu’ici que les iudices de u décroissent d'une 
unité, depuis l’ordre de la dilFérence jusqu’à zéro -, que les 
coefficients sont alternativement positifs ou négatifs, et sont 
égaux à ceux de la puissance de même ordre d’un binôme. 
Or la manière dont on passe d’une düTérence à la suivante 
prouve que cette loi est générale. 

En effet , si l’on a 


Ap_|.,Ub— P— i-H"'.*, 

la différence suivante sera 




«» + A, 

— Ap^, 

+ Ai 

< 

1 


Mp—p + ... 


La loi des indices est donc la même pour la différence 
suivante , et les coefficients se forment de ceux de la pré- 
cédente, en ajoutant chacun d'eux à celui qui le précède : 
donc si ponr une différence ces coefficients sont ceux de la 
puissance du même ordre d’un binôme , tel que « — 6 , 
ils seront soumis à la même loi pour la différence suivante. 
Donc cette loi est générale , puisqu'elle a été reconnue 
pour la seconde différence. 

On a donc , quel que soit m , 


(i) A'"u = tt„ 


mu„ 


I . 2 


u: 


le dernier terme sera positif si m est pair, et négatif dans 
le cas contraire. 

202. Réciproquement on peut exprimer u„ au moyen 
de u et des m différences Au, A’«, . . . A"u. En effet on a 

n, = M -f- AI/, u, z= u + 2 Ak + ... ; 

et comme on a en général 

//, = -f- Ai/,_,, 
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on voit que si l’on a 

B,_, =r«+A,A« + A,A*M4* ... 4-ApA^u-f- Ap^,AF+‘«-t-..., 

on aura 

«„=«-!- A, Aw + A, A*M + ... + Ap+, I -I- ... 

+ I + A, + Ap I 

Donc si les coefficients des termes de u»_i sont ceui du dt^ 
veloppement de "-j- 6)®"', les coefficients des termte de 
Um seront ceux de 6)* : quant aux indices des diffé- 

rences, ils croîtront de même depuis o jusqu a n. Or ces 
lois ont lieu pour «a v donc elles sont générales , et 1 on a 

(2) =r « -f- m&u q ^ ^ - - — ^ A’M -!-•••+ A'"!/. 

L’analogie entre les seconds membres des équations (i) 
et (2), et le développement delà puissance m d’un binôme, 
permet de les remplacer par les équations symboliques très 
simples 

A-"M = (« — l)", «„ = (l -f- Au)™, 

dans lesquelles il faut entendre que les exposants des puis- 
sances de U et Au sont remplacés par des indices. 

2o3. Différentiation des fonctions. La différence pre- 
mière d’une fonction u = F {x) est F(or Ax) — F(x). 
Voyons ce que devient cette différence et celle des ordres sui- 
vants , quand on prend pour F (x) les fonctions simples x", 
U*, log X, sin ox, cosox, et que l’on suppose Ax constant. 
Soit d’abord u = Ax™-, m étant positif, on aura 

Au = A Ax -) ^ ^ ^ ^ Ax“ -f- . . . -|- A*"'^. 

La première différence d’im monome est donc d un dé- 
gré moindre d’une unité -, et il en est de même d’un poly- 
nôme quelconque, puisque la différence d’une somme est 
la somme des différences. 
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Il résulte de là que la différence m*'""' d'uii polyiiome en- 
tier du degré m est indépendante de x. Soit, par exemple, 

U — kx'” -f- AiX"*"* -4- ... -I- A„; 
pour la trouver il suffira, dans chaque différence successive, 
de considérer le terme du degré le plus élevé : car les ter- 
mes fournis par les autres disparaîtront, au plus tard à la 
dernière différentiation^ donc ils ne changeront en rien le 
résultat. U n’est donc nécessaire de calculer que la diffé- 
rence de Jkx’". 

Sa première différence a pour premier terme 
Amx'"~'Ax, 

et nous négligerons tous les suivants dont le degré est 
moindre. La différence de ce premier terme, dans lequel 
nous supposons Ax constant , a pour premier terme 
km{m — ilx”"* Ax‘, 

et nous négligerons encore les suivants. 

En continuant ainsi l’on arrive évidemment à 
A^u = km{m — i) (m — 2) ... 2. 1 Ax". 

La différence m'*"" étant constante, quel que soit x, les dif- 
férences d’ordres plus élevés seront nulles. 

204. Si l’on considère le produit de n facteurs, croissant 
par degrés égaux à Ax, 

n = X (x -t- Ax) (r -f 2Ax) . . . [x (n — i ) Ax] , 

on trouvera immédiatement 

AU = (x -P ax) (x-|- 2Ax) ... [x - 4 - (n — i)Ax] r>Ax, 
A”u = (x -f- 2Ax) . •. . [x -f- (n — i)Ax] n {n — 1) A.r' , 


\"u =r n(n — 1) ... 2. lAx*. 
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Si l’on avait 

I 

“ x(x + Aj) ... [a: + (/I — I ) Aj:] ’ 
on trouverait 

I — n^x 

ïc(x~+~Ix) ... (x -4- rnlr) ' 
n{n 4- i)ax' 

^ ~ x(x -4- AX) . . . [x -|- (n I )at] ’ 

, — n(n 0 (” + . 

^ “ x(x -f- • • • [^ + (”“i" 2 )ar] ’ 

et ainsi de suite indéfinimeut. 

ao5. La formule générale (i) devient, dans le cas de 

U =x", 

A'"« = (x + mAx)" — m[x -f- (m — i) A.r]" 

-j- fx 4- (m — a^r]" ...q;m(x 4- 4x)" ix". 

• I . a 

Si m = n, le second membre est égal à i . a . 3 . . . nAx^, 
quel que soit x. Si dans ce cas on fait x = o , on obtient, 
quelque soit le nombre entier n, 

n“ — n(n — 2)»— . . .q: n= i .2.3. . . n. 
Si l'on a «, A^u est nul , et l’on a, en faisant x = o, 

— - i)" + — (m — 2 )" -f . . . rp m = o. 

1.2 

Ces deux formules remarquables sont utiles dans la 
théorie des nombres. 

2 oG. Soit maintenant 

U = a*, 

on aura 

A« = — a" = — 'h, ' 
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A’u 

A'*u 

A’"u 
10 ']. Soit 


= — I )^ 

= a*(a4r — 0"- 


U = logx, 


on aura 

Au = log(x + Ax) — logx = log^i + 

3o 8. Soit 

U = siti (ax + 6), 

Am = sin (ax + aAx -}• 6) — sin (ax 6) 


. aùx / aAx 

= 2 sin cos I ax + 

2 \ a 



Si M = cos (ax -f- b), on aura 

Au = cos (ax + aAx +6) — cos (ax + 

, . aAx . / aAx \ 

= — a sin — ^ siu l ax -I — — ~t-u J. 

Au moyen de ces deux formules , on obtiendra 

oùx 

A’ sin(ax+i)= — 4 sin(ax + aAr + 6), 

et, en général, 

( hA lT N** 

sin — —J sin(ax + /iaAx-t-6), 

( aAx\*"+‘ 

sin— cos[ax+(a+-j)aAx+6]; 

les signes supérieurs devant être pris lorsque n est pair , et 
les signes inférieurs quand n est impair. 

On ferait un calcul semblable pour cos ax. 
log. La différence m‘*"‘ A^m peut s’exprimer générale- 
ment au moyen des dérivées de u; et on la représente par 
une formule symbolique très simple. 
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Un a d’abord 


du , d‘u At’ 
^u=-Ax+——+etc.. 

Si l’on change u en Au, on aura A’u -, et il est facile de voir 
qu’aucun terme ne renfermera une dérivée d’ordre infé- 
rieur au second. En continuant ainsi, on reconnaît que A”u 
sera de la forme suivante 

d^u • d'"*'’u 

dx"‘ ‘ d.r”+‘ ^ ’ 

les coefficients A, A,. . étant indépendants de la forme 
de la fonction u. 

Pour les déterminer posons u = e*, l'équation devien- 
dra , en supprimant le facteur e*, 

(e^^— i)" = AAx’" + A,Ax"’+' -f...; 

et comme Ar est indéterminé, on aurait les coefficients 
A, A,... en égalant de part et d’autre les coefficients des 
mêmes puissances de Ax. 

La valeur de A^u peut se représenter par une formule 
symbolique , en observant, que le second membre de la der- 
nière équation se changerait dans la valeur de A”» si l’on 

substituait ^ et que dans les puissances de 

l’exposant du numérateur fit changé en indice de différen- 
tiation. On aura donc dans ce sens 


/ du 
f -^Ax 


ù,'”u = 




a 10. Lorsqu’on sait trouver la différence de deux fonc- 
tions, il est facile de trouver celle de leur produit, ou de 
leur quotient, au moyen des formules 

A(in') es vAu -j- mAv -f- AuAv, 

u vAu — u^v 

A- = — 

V -f- Av) 
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Si l'on considérait les produits de plus de deux facteurs , la 
formule se compliquerait rapidement. Dans le cas où ils 
seraient égaux , on trouverait immédiatement 

n(n — i) 

^(u") = nu*~'‘Au -j 

Calcul inverse des différences. 

ai I. L’objet qu’on se propose dans ce calcul est de re- 
monter de la différence d'une fonction à celle fonction 
même -, ou, plus généralement, de déterminer une fonc- 
tion quand on connaît une relation entre elle, ses différen- 
ces d’ordre quelconque et la variable indépendante. 

La différence d’une quantité indépendante de la varia- 
ble étant zéro, il s’ensuit que lorsqu’on aura trouvé une 
fonction d’après une différence donnée , on pourra lui ajou- 
ter une constante arbitraire, et l’on aura une solution plus 
générale de la question. Mais ce ne serait pas la plus géné- 
rale, comme dans le calcul inCnitésimal; et pour l’obte- 
nir il faudrait ajouter .à la fonction trouvée , la fonction la 
plus générale ayant pour différence zéro. 

Or si l’on donne à X l’accroissement Ax, toute fonction 
périodique de x ayant Ax pour période, prendra un ac- 
croissement nul , à partir d’une valeur quelconque de x ■, et 
réciproquement il n’y a qu’une pareille fonction qui soit 
dans ce cas pour toute valeur de x. On voit donc que lors- 
qu’on donne l’expression de la différence d’une fonction de 
X, relative à la difiérence Ax de cette variable, il suffira de 
connaître une fonction particulière qui satisfasse à la ques- 
tion-, et l’on obtiendra la solution la plus générale en lui 
ajoutantune fonction périodique arbitraire, ayant pour pé- 
riode la différence donnée Ax. 

On Sait que toute fonction périodique peut être représen- 
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l»5e par une série convergente, dunt le terme de rang n-l-i 
a la forme 


. . anwx 


+ B, cos 


'T' 


l étant la grandeur de la période. On voit donc que dans 
le problème inverse des différences, la constante arbitraire 
sera remplacée par une série dont le premier terme sera 
constant , et le terme de rang n-\- i, 


A„ sin 


7.nirx 

A.r 


-|- B„ cos 


Ar 


C'est là ce que nous désignerons , pour abréger, sous la dé- 
nomination de constante arbitraire. 

Nous représenterons par Su la fonction générale dont la 
différence première est u ; par S’u , celle dont la différence 
seconde est u, et ainsi de suite. 

212 . Si l’on considère une valeur quelconque delà 
variable et une autre valeur x telle que Xn—x-\- nAx, n 
étant un nombre entier quelconque, il est facile d’exprimer 
l’accroissement que prend la fonction F(x) dont la diffé- 
rence est U, lorsque la variable passe de x à x„-, car il est 
la somme des accroissements correspondants aux valeurs 
.r, X -j-> Ax, . . . X -f- (n — i ) Ax , et sa valeur est par 
conséquent 

U + U, -f- U, -f- . . . K„_, ; 

on a donc 

F(x„) = F(x) -f- U -f- M, -1- . . . -p u„_,. 

La fonction F(x), dont la différence est u, peut être consi- 
dérée comme renfermant une constante arbitraire , on plu- 
tôt comme étant elle-même une constante arbitraire, si l’on 
particularise la valeur x. 

Si on la désigne par C , et qu’on représente par 2u„ la 
fonction la plus générale qui a pour différence u„, un aura 

i6 


A 
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ia formule suivante 

(l) 2t/„ -= C -f- Ü + K, -f" 4“ • • • 4" 

21 3. Il est ndcessaire d’observer que la fonction pério- 
dique qui entre dans C devra être traitée comme une quan- 
tité indépendante de x , dans les intégrations. Enell'ct, 
supposons qu’on cherche la fonction la plus générale dont 
la différence soit la fonction^, dont la période est Ax. Si l’on 
considère une valeur quelconque de x, et toutes celles qui 
en diffèrent d’un multiple quelconque de Ax, les valeurs 
correspondantes de la fonction cherchée seront les mêmes 
que si f était remplacée par une constante égale à sa valeur 
relative ?i la première valeur de z. Donc, en traitant y 
comme on traiterait une quantité indépendante de x, ou 
aura la fonction dont la différence est f. 

On peut d’ailleurs le vérifier bien facilemî'nt. En effet, la 
fonction dont la différence est une quantité a , indépcn- 

liante de a:, est H C, C désignant une constante arhi- 

traire dans le sens déjà défini. 

Or la différence de - — est œ; donc - C sera la 

fonction la plus générale ayant pour différence y, et par con- 
séquent ces fonctions périodiques doivent être traitées dans 
les intégrations comme les constantes proprement dites. 

Intégration des fonctions. 

2i 4- Nous commencerons par faire observer que tout 
facteur constant pentêtre placé indifféremment sous le si- 
gne £ , ou en dehors ; et que l’intégrale d’une somme est 
la somme des intégrales des parties qui la composent. 

Cherchons d’abordl’intégrale de x"", c’est-à-dire la fonc- 
tion qui croît de x^' quand on y donne à x l’accroissement 
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Ax, et i|ue nous de'signons £>ar Sx” -, pour cela, remar- 
quons que l’on a 

A(x"+') = (m -J- 

I . 2 

prenôns maintenant l’intégrale de chaque membre, et con- 
sidérons la constante arbitraire comme renfermée dans les 
sommes indiquées-, nous obtiendrons 

= (m -f- OAxS-i” + Ax*2x"— ' 


I .2 
i)m{m — i) 


.2.3 


Ax '2x"‘-‘ + . . .-fAx”-^* 2 1 , 


d’où 

(’■) 


2x" 


2x” ' 


(OT -f- l)Ax 1.2 
Tn{m — i)Ax’ 


1.2.3 


2X" 


Ax" 
m -J- I 


2t. 


Si l’on donne successivement à m les valeurs o, i, 2, etc., 
on obtient, en désignant par C une constante arbitraire, 


(3) 


S- =£ +<=■ 

S* = îji “ 


4 

Ax 




Ax"* 

lô 


X + C. 


Connaissant Sx™, ou pourra déterminerS x " en cherchant, 

i6. . 
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d’après les formules précédentes, l’intégrale de chacune 
des parties de ’Lx”, et ajoutant ensuite une constante 
arbitraire. On trouvera ainsi etc..., et à cha- 

que intégration il s’introduira une nouvelle constante ar- 
bitraire. 

21 5 . Nous avons obtenu précédemment la formulé 


A[a-(x Ax)...(.r «ax^ ] 

= (x -J- Ax)(x 4- 2 Ûx)...(x -f 7iAx)(«4-1)AX ; 

donc 


(x -H Ax) (x + 2 Ax). ..(x -f- nAx) 

Nous avons encore trouvé 

^ r I — f«-t- QAx 

L*(x-t-Ax)...(x-i /iAx)J x(x4-Ax)...[x-f(«-f i)ûx]’ ! 

donc ' 


•^x(x-l-Ax). . .[x-|- (n-f i)Ax] 

~ (n-t-i)Ax.x(x-f- Ax). . .(x-f-HAX;"*"^’ 

21 6. Déterminons maintenant Sa*. Nous avons vu que 
l’on avait 

An^ = a' — i); 

on aura donc, en intégrant les deux membres, puis divi- 
sant par — i , 

Vax_ |_C, 

et par suite 

= — — H s*-‘C. 
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2*“'C se déterminera par le moyen des équations (3), en 
cherchant successivement 2 'C, 2 ’C, etc. . . 

217. Nous avons trouvé 

Asin(Ær+6)= asm— cos ( ox-| — ^ ^ 

Acos(nx + i) = — 2sin^^ sin 

Intégrant les deux membres, et remplaçant x par x, 

on obtient 

2 sin (ax +l>) = .cos (^ + b~ ~ )+ C, 

asin ^ 

9. 

2)cos(na: + *)= .sin C. 

2 sin ■' 

2 

218. Développements de l'intégrale £ en séries. 

Nous avons trouvé précédemment la formule 

n{n - 1) 

u„ — U + nisu H A’u + etc. . . 

1 .2 

Si l’on suppose que la valeur u corresponde à x = 0 et 
que u„ corresponde à x = nAx, et soit désigné par u^, 
on aura 

— 

. X , , Ax\Ax J 

u, = u -I Am-+- A’i/ 

Ax 1.2 


X£-X£-^y. 


A’« -f- etc. , . 


= V, r= 2i-, Am = 

I aura 

2 r . •* I Ax \Ax / 

V - C + — e„ + — Ae„ + . . . , 
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formule qui donne l'inti^grale de v an moyen des valeurs 
de O et de ses différences , relatives à x = o, et de la cons- 
tante arbitraire C , qui est la valeur que doit avoir pour 
x = o. 

Si les différences deviennent nulles, à partir d’un certain 
ordre, la série est composée d'un nombre fini de termes. 

Si l’on demandait l’intégrale seconde d'une fonction , 
on connaîtrait la différence seconde de l’intégrale. Ainsi , 
dans le développement de on connaîtrait A*k, etc., 
et l’on pourrait prendre arbitrairement u et Au. 

Posant A’u,*^= u, = A’u = 
on aurait 




-(- - ■') 
AX\ÛX / 


I .2 


-Ko -f- etc..., 


C et C' étant deux constantes arbitraires. On déterminerait 
ainsi une somme d'un ordre quelconque, au moyen de la 
fonction donnée v et de ses différences, dans lesquelles on 
ferait x= o. Il est facile de voir que l’on pourrait partir 
de toute autre valeur particulière de x. 

219. On peut encore exprimer l’intégrale £u au moyen 

de l’intégrale fudx, et des fonctions etc. . . 

En effet, le théorème de Taylor donne 


du d'u Ax* . d^u Ax’ 

— — Ax -4- 

dx dx‘ 1 . 2 ~ dx^ I 2.3 


+ etc.. 



Ax’ 

1.2.3 ^dx 


■^d'u 


Si l’on prend toutes les sommes nulles pour x = x„, et 
qu’on désigne par u, la valeur de u correspondante à jr, , 
on aura 
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“ - "» = + 7:1:3 ' 

d’où l’on tire 

■^du U — «O àx y^d*u A.r* 

^dx~ Ax i.2.^<ix’ 1 . 2.3 ^ l i /x ^ 


irf’n 


Ax’ ^d^u 


Si l’on remplace successivement 


du 

di ’ 


d*u 

diP‘' 


etc., on obtient 



et par 


2"= 

1 

Ax 

r«rfx— 

J Xo 

Ax 
1 .2 

“ 

A.T* 

1.2.3 

^d“u 

24dx* 

•^d'u 


I du 

Ax 


Ax* 


2àdF- 


Ax dx 

1,2 

2d^'~ 

1.2.3 


^d^u 


1 d’n 

Ax 

Nç» d^u 

Ax* 

^d^u 



Axdx’ 

1 .2 

2é^i~ 

I .2.3 

2éd^ 


les termes eu dehors des signes Z devant être pris entre les 
mêmes limites x„ , x. 

Beportant dans la valeur de £u , celles de ^ 


etc., on obtient une équation de la forme 


I u-^u^ du d.*u 

yu—— / udx~- 2-f-AAr^ + BAx*— 4-elc. 

^ AxJxo a ûte dx‘^ 

On déterminera les coefficients A, B, etc., en posant u=e* 
et x,= — 00, ce qui donne l’identité 

î + aax+bax’+...), 

/ Ax* Ax’ \ / I I \ 

=(^^+ 7:^ r:^3+-) 


ou 

! 


# 
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Kgalant de part et d’autre les coefficients des inèiues puis- 
sances de or, on trouve 


A= — , B 1=: O, C = , l) = o, etc., 

12 'jao 

et par suite 

C '%ri " — l'm àr P du /du\ 

J Z “ — r - + TJ - U ). J 

‘ ' üiX'rd^u /d^u\~\ . 

■j2o[_dr^ \^VjJ 

I 

Sommation des séries. 


(0 


(' 


aao. Si l’on considère la suite des valeurs que prend 
une fonction u de or, lorsque x croit par degrés égaux, 
depuis une certaine valeur jusqu'à une autre , on aura une 
se’ric dont la düTérencc sera la fonction u, dans laquelle on 
donnera à n: sa deniière valeur augmentée de Ax. 

En effet, posons x = nAx , et 

Su, ~ U-P U, -f H, -p. . .4- U„, 

le premier terme u correspondant à x=o. 

Si l’on augmente x de Ax , n augmente de i et la série 
augmente de \ elle est doue renfermée dans l’expres- 
sion générale de > et l’on a 

Su, = 2«,^, -4- C , ou Su, = 2u, -f u, -P C. 

la constante arbitraire devant être déterminée par la con- 
dition que les deux membres soient égaux pour une cer- 
taine valeur de n. 

Si l'on suppose les accroissements de x égaux à l’unité, 
ce qu’on peut toujours faire par un changement de varia- 
ble , on aura 

SUx = -P M,. + C = -P C. 
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Appliquons cette formule à la recherche de la somme 
de quelques suites. 

221. Supposons d’abord c’est-à-dire cher- 

chons la somme des puissances m des nombres entiers, de- 
puis 0 jusqu’à x\ on trouvera, en faisant usage de la for- 
mule que nous avons donnée pour Lr", et observant que 
la constante doit y être supposée nulle , 




Sx = l -{-2 -f3 -j-...-1-x z=-x'‘-\--x 

2 2 1 • ^ 

I ,1 . . I x(x-f- i(ax-l-i) 


1.2.3 

x’(x-t-l)* 


Sx*=i-f-4 -j-9 -f....-fa:’=-2:’-H-x*-f gx= 
Sx^=tI48 4-27 4-... -f x ’=7 

4 4 -t 

Sx<=i 4-i6-f-8i 4-...4-r*=^ar^-j--a44-5X^ — ^x, 

O 2 <} wO 

Sx' I -i-32 4-243 4 - . . . 4 - 1 *=: ^ X® 4 - X* 4 — xt ^ X' - 

6 2 12 12 


2 22. Nous avons trouvé précédemment 

A.x(x4Ax) ... [x4(n — i)4x] 

= (x4-Ax) (x42Ûx) ... [x-4(n — i)Ax]nAx. 
Donc , en changeant /t en n + 

^(x -4 Ax) (x 4- 2AX) . . . (x 4- WAX) 

= mÎôIÏ- ^^) • • • (^ + + c. 

Si l’on considère de même la formule déjà trouvée 

^ I — (n — i)Ax 

x(x-4ax)...[x-*- (n— 2)Ax] ”~x(x4nx)....[x4(/i — i)ax] ’ 
on aura , en intégrant. 


I xfx 4 Ax) ... [x 4- (n — i)ix] 


(n — I ) A.T ■ .r(.T 4 ax) . . . [.r 4 (n — 2 )Ax] 


4C. 
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D après cela, il est facile de sommer les suites dont les 
termes généraux sont les ex|)ressions que nous venons d’in- 
tégrer, et l’on obtient les formules suivantes 

S(x+ i)(x+ 2 ). . .(xr-f/j)=Z(a:+2)(.r-H3). . . (ar+n-fO-f-C 

= (a: + 1 ) (r-1-2) . . . (X + n -f- 1 J , 

S ! =2 î ,r 

(a:-|-i)(x + 2 )...(x-f-/i) (x-f2(a:-f-3)...(.r-t-«-}-i)'^ 

I I I 

1 . 2 ...(n— 2 )(n — i)* n — i ’ -f- 2)(x-t-3)...(a:-t- n) ’ 

en supposant que le premier terme de chacune de ces deux 
suites corresponde à x = o. 

223 , Passons aux fonctions transcendantes, et cherchons 
d’abord Sa*. 

Nous avons trouvé 



et l’on doit avoir 


donc 


Sa* = -f Cj 


Sa* = 


a^^_, 


+ c. 


Si le premier terme de la suite correspond à x = o, on 
devra avoir 




-+• C, d’où C = — 


224. Déterminons encore S sin(ox- 4 -i), S cos(ax 4 -i). 


on a 


s sin (ax + ù) = 2 siii (ax + aAx 4- ù) 4 . C 

I / , aAx ^ 

— ^cos(^ax+-— 4Z,j4C, 


2 sin ' 
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S COS (a.r + i) = £ cos {ax + oA r -f A) C 


I 


in + C . 


. «Ax 
2 sm 

2 


Si les séries doivent commencer à x=o, on trouvera pour 
la première 


C=- 


«Ax 


2Sin- 


et pour la seconde 


. ûAx 

2 SI 11 

2 


et par suite 


Ssill (<7X-f-i)=: 


<:a%{b — — cos^ox 4-^^ 4-^^ 


oAr 

a sm 

2 




sm 


. at^x 

sm 

2 

aùjc . , 


Scos(ox + *) = 


\ • fi 

aAx\ 

j — sin f b 

2 ) 


2sm- 


«Ai 


fax 4-flix\ fax ,\ 


«Ac 

sin 

2 
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Formules (t interpolation. 

225 . Lorsque l’on connaît un certain nombre de valeurs 
d'une fonction, correspondantes à des valeurs données de 
la variable x, et que l’on veut déterminer celles qui se rap- 
portent à des valeurs intermédiaires de x, l’opération qui y 
conduit se nomme interpolation. L’objet qu’on se propose 
en général dans eette reeberche, n'est pas d'avoir des va- 
leurs exactes , mais d’obtenir le plus simplement possible 
des valeurs qui aient un degré suffisant d'approximation. 

Dans le numéro (2 1 8) nous avons trouvé la formule 



U désigne la valeur de la fonction, pour x= o^ et les va- 
leurs de X croissent par intervalles constants égaux à Ax. 
Cette série se termine à A*u si la différence de l’ordre n est 
constante. 

Or si l’on donne les valeurs u, u„ u„ et par suite 

U, Au, A’u, . . . A”u, on pourra se proposer de trouver la 
fonction par la condition de reproduire les valeurs parti- 
culières U, U,,. . ,u„, lorsqu’on donnera à x les valeurs 
O, Ar,...nAx, et de plus, d’avoir sa différence cons- 
tante, ce qui simplifiera la formule. 

Ainsi la formule (1), arrêtée à A"u, donnera pour une 
fonction du degré m en x, qui satisfera aux conditions de- 
mandées. Et si on la considère comme exacte, elle fera 
connaître les valeurs de correspondantes à une valeur 
arbitraire de x. Mais il est convenable de ne l’employer 
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que pour des valeurs comprises entre o ‘et nAx, à moins 
que l’on ne sache que les différences des ordres supérieurs 
à n peuvent être négligées sans erreur sensible. 

Si la première valeur « de la fonction correspondait à 
x=sx„ et non à x = o, la formule (i) ne subsisterait 
plus, et l’on devrait y remplacer x par x — 

aa 6 . Lorsqu’on connaît u, Au, . . . A^u, et que A”u est 
constante , on formera chacune des diverses valeurs de 
A"~'u en ajoutant A"u à la précédente. On obtiendra de 
même chacune des valeurs de en ajoutant à la pré- 

cédente sa différence , et ainsi de suite, jusqu’aux diverses 
valeurs de u, depuis la première jusqu’à l’infini. 

Ce procédé est employé pour la formation des tables , 
soit d’après un certain nombre de termes connus entre les- 
quels on veut en placer d’autres, soit d’après une équation 
exacte, mais d’une application peu commode. 

2 2y. Quelque rapprochés que soient les termes consé- 
cutifs d’une table, on a souvent besoin d’en considérer 
d’intermédiaires, et l’on peut la plupart du temps, consi- 
dérer les difiérences secondes comme nullcs. Dans ce cas, 
en supposant la valeur de x comprise entre x„ et X,-{-Ax, 
la formule (i) donnera, en y remplaçant x par x — 

X— 

Wx = « H T Au. 


Si u, était donné et que x fût l’inconnue, on tirerait de là 


X 


= 1^0 + 


Ux — u 
~A^ 


Ar. 


Si l’on ne peut négliger que les différences troisièmes, on 
prendra un terme de plus dans la formule (i). Elle fera 
connaître immédiatement «x d’après x , mais moins facile- 
ment X d’après «x, parce que l’équation est du second de- 
gré en X ; la difiiculté serait encore bien plus grande si 
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l’on prenait un plus grand nombre de termes. Dans ce cas 
on emploie no procède: d'approximation bien connu. On 
néglige d’abord les termes qui renferment x — à des 
puissances supérieures à la première, ce qui donne, comme 

dans le premier cas, x — x. = — Ax ; puis on subs- 

titue cette valeur approchée dans le coefficient de la pre- 
mière puissance de x — x» , mise en facteur dans tous les 
termes négligés -, et l’on obtient une valeur plus exacte de 
X — Xo, qu’on substitue de la même manière, et ainsi de 
suite. 

On pourrait encore tirer la valeur de x — x„ en faisant 
usage de tous les termes où il entre , et regardant comme 
connus les autres facteurs -, on appliquerait ensuite le même 
procédé d’approximations successives, et l’on obtiendrait un 
degré d’exactitude du même ordre que par l'autre moyen. 

aaS. La formule (i) suppose que les valeurs de x crois- 
sent par degrés égaux, ce qui n’arrive pas toujours. Nous 
allons faire connaître une formule qui donne la valeur de la 
fonction, quand on connaît les valeurs u„ Ua . . . ii„ 
qu’elle prend quand x a les valeurs arbitraires 

X, X., .T,. . .x„. 

Nous prendrons encore une fonction entière et rationnelle 
de X , de degré n -, elle renfermera n -j- 1 coefficients indé- 
terminés, et l’on pourra par conséquent l’assujétir aux «~}-i 
' conditions données. 

Soit donc 

Wx = - -H -f- yx’ 

on aura 

‘ «O = « + 4- yxl -t-. . .-h ^x;;, 

J/„ :.v„ + yx^ -f . . . -t- fix^. 


/ 
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D’après la théorie des équations <ki premier degré, les 
valeurs de a, ë. . .[x contiendront u., u,. . .u» en facteurs 
à leurs différents termes, de sorte que pourra se mettre 
sous la forme 

Ux = XUg + X,M, + X,u, 

Or Hx SC réduit à u, pour x =x„ -, on y satisfera donc si 
X devient alors égal à i et si X,, X,. . .X« deviennent 
nuis , e’est-à-dire s’ils sont di%'isibles par x — Il en se- 
rait de même pour chacune des autres valeurs de x\ on 
prendra donc pourX le produit d’une constante par tous 

les facteurs x — x„ x — x x — Xn excepté x — ; 

pour X, le produit d’une autre constante par les mêmes 
facteurs, excepté x — x„ et ainsi de suite. Par là on voit 
qu’en substituant chacune des valeurs de x, il ne restera 
que le terme où entrera la valeur correspondante de ih : 
et il ne reste plus qu’à rendre égal à l’unité son coefBcient. 
Soit x^ une quelconque des valeurs données de x, et Up la 
valeur correspondante de «x. 

X, renfermant les facteurs x — x,,...x — x„ excepté 
X — Xp-, il est évident que si on le prend égal à ce produit 
divisé par la valeur que prend ce môme produit quand on 
y fait X = Xp, X, se réduira à i pour x = Xp. 

LesquantitésX, X,, ...IL, seront donc ainsi déterminéc.*i 
de manière que l’équation du degré n en a: qui donne la 
valeur de Ux soit satisfaite par les n + 1 couples de valeurs 
données , et aucune autre expression du môme degré ne 
pourrait devenir égale aux mômes valeurs u„. . .u„ pour 
les mômes valeurs dex, Sans coïncider avec elle. 

La formule cherchée sera donc 

(æ — . r,) (x — — x„) 


Digitized by Google 



u56 


COURS D ANALYSE. 


Approximation des qimdratures , des ciihatures et 
des rectifications. 

229. Toutes ces questions se ramènent, comme nous 
l’avons vu, à une ou plusieurs intégrations par rapport à 
une seule variable , entre des limites déterminées. Il suffit 

donc de considérer l’intégrale [x)dx. 

On peut, pour en déterminer la valeur, prendre la for- 
mule (i) du numéro (219), qui donne, en remplaçant ùsx 
par d, et supposant u =f(x), 

f"fix)dx = i'(zu+ -’r."») _ il[f(x)-f'{x,)] 

■+■ ~ [/" W — /'(■i-o) ] +etc. 

720 

Si l’on suppose â assez petit pour qu’on puisse négliger d*, 
on aura simplement 

~ "«+•■• + ^)‘^- 

Si l’on regarde/(x) comme l’ordonnée d’une courbe, cette 
dernière expression est celle de la somme des trapèzes 
compris entre les ordonnées successives, les cordes de la 
courbe, et l’axe des x. 

23 0. On peut encore employer la formule d’interpola- 
tion (i) du numéro (aaS), pour représenter l’ordonnée de 
la courbe, puis l’intégrer entre les limites données ; ce qui 
n’offrira aucune'difficulté, puisque cette expression est en- 
tière et rationnelle. 

L’emploi de cette formule revient à remplacer la courbe 
dont il s’agit par la parabole de degré n — i qui a n points 
communs avec elle. 
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Quelquefois, au Heu de prendre cette dernière courbe, 
on considère une suite de paraboles du second degré pas- 
sant chacune par trois des points donnés, et l’on remplace 
les parties correspondantes de l’aire cherchée par les aires de 
ces diverses paraboles , comprises entre les deux ordonnées 
extrêmes qui s’y rapportent. Il faut pour eela que l’inter- 
valle i — a soit partagé en un nombre pair de parties ÿ et 
chaque parabole donnera l’aire ayant pour base deux de 
ces parties consécutives. 

L’équation de la parabole du second degré, passant par 
les points dont les abscisses sont o, Ar, nAo: et les ordon- 
nées , y., est 

son aire entre les ordonnées j'o, Jx, es 
Aar(ajTo + -f 
on 

Ax 

' 2 O “H 4,7^ t “H i) • 

On aura de même l’aire comprise entre entre ji 

etye, et enfln entre ety,n, et il faudra faire la somme 
des expressions suivantes, dans lesquelles Joi Jf-Jm dé- 
signent les valeurs de J{x) relatives aux valeurs a, a-f-Aa*. .. 
et i ou a -j-/iAr , 


Ax , 

T 

+ 

+ Jx), 

Ax 

+ 4J'3 



+ ri), 

Ax 

-»+ kjfm. 


-J- {Jxn. 

-1+ Jln) 


T ■’ * » î* 

L aire cliercliee, ou Tintegrale j aura ainsi pour 

»7 
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a58 

valeur approchée 

/(X)^ir = -^ (j-, + jr,„) 4. — (rÆj'i + • • • +r--.) 

+ -3- (j'. +J^3 

Courbure des surfaces. 

a3i. Une surface ne pouvant avoir eu général un cou- 
tact du second ordre avec une sphère, on ne peut rappor- 
ter la courbure des surfaces à celle de la sphère, comme 
on a rapporté la courbure des lignes à celle du cercle. Pour 
se faire une idée exacte de la courbure d'une surface en un 
de ses points, on fait des sections dans cette surface par 
des pians passant par les points que l’on considère, et l’on 
détermine la courbure des lignes ainsi obtenues* Les sec- 
tious qu'il paraît le plus naturel d’examiner, sont celles qui 
sont faites par des plans uormaux à la surface : ce sont 
celles que nous étudierons d'abord \ nous verrons ensuite 
comment leur courbure détermine immédiatement celle 
des autres. 

Soit Z = Y(x,jr) l’équation de la surface ; nous suppo- 
serons, pour plus de simplicité, que l’on ait choisi le plan 
tangent au point que l’on considère pour plan des a; etj% 
et la normale pour axe des z ; les propriétés indépendan- 
tes des axes, que nous découvrirons ainsi, auront le même 
degré de généralité que si le système d’axes avait été tout 
autre. 

Un cercle situé dans un plan passant par l’axe des z, et 
tangent, à l’origine des coordonnées, à la section faite par 
cc plan dans la surface, aura pour équations 

J = mx, x^ -h — aRx = o, 

d’où 

x’(i -f- m*) -f. a’ — aRz = o. 
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Pour qu’il y ait un contact du second ordre avec la section, 
d‘z 

il faut que ait la même valeur dans l’une et l’autre 

courbe. Or la dernière équation difl'érentiée deux fois 
donne 

I + m* + (Z — R) = O. 


A l’origine, on a 


dx* 

dz 

dx 


d’où résulte 


I -f- m — K — - = O, n — - — 

dx’ dz 


dx' 


d'z , . , , 

n’étant pas une dérivée partielle. Pour en obtenir la 

valeur, il faut remplacer y par mx dans l’équation de la 
surface, puis dill’érentier deux fois par rapport à x, et faire 
X, y, Z nuis : on trouve ainsi pour valeur de la dérivée 
1 d’r 

totale^, 

r -f- ism -f- tm', 

r, s, t désignant respectivement les dérivées partielles 


d’z 


d'z 


dx' ’ dxdjr ’ djr'' 

Le rayon de courbure R de la section normale aura donc 
pour expression 

I -f- m* 


(•) 


R = 


r-^-nsm+lm' 


Il restera toujours fini et de même signe si l’on a s' — rf<jo: 
la courbure sera donc toujours dans le même sens. Il de- 
vie ndra infini et changera de signe si j’ — o -, la cour- 

• 7 - 
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bure changera alors de sens. Si J’ — rt — Q, il devient in- 
fini sans changer de signe. 

232. Si l’on cherche le maximum et le minimum de 
cette expression, relativement à la variable m, on connaîtra 
le plus grand et le plus petit rayon de courbure des sec- 
tions normales. L’équation qui détermine ces valeurs par- 
ticulières est 

( 2 ) jm’ -f- (r — t)Tn — ^ = o. 

Les deux racines de cette équation sont réelles et de si- 
gnes contraires-, substituées dans la seconde dérivée de R, 
elles donnent des résultats de signes differents, et par consé- 
quent correspondent, l’une à un maximum, l’autre à un 
minimum algébrique. 

Le produit de ces deux racines étant — 1 , les deux 
plans qui renferment les sections de plus petite et de plus 
grande courbure, et que nous nommerons sections princi- 
pales, sont rectangulaires entre eux. 

233 . Si l’on prend ces deux plans pour plans des x, z 
et des y, z, l’expression générale de R se trouve simplifiée. 
Car les deux racines de l’équation ( 2 ) devant être alors o 
et 00 , ou devra avoir 5 = 0 , et par suite 

R=i±iï. 

r-f-im* 

Dans le cas actuel, deux valeurs de R suffiraient pour 
déterminer r et t ; ainsi quand on connaît la direction des 
sections principales , les courbures de deux sections nor- 
males quelconques déterminent toutes les autres. 

Si l’on désigne par p, p' les rayons maximum et mini- 
mum, on aura 

* /_ * 

P = -. f-? 

ün peut donc exprimer R en fonction de p, p', ni, et l’on 
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H i+m*\p p' /’ 


‘iCn 


i-\-m 

ou, en posant m = tang a, 

- = - cos 4 - - siii «. 

R P ' f 

Si l’on dt^signe par u la courbure d’une section quel- 
conque, et par u', s^' celles des sections principales, elles 

,1.1'' n 

seront respectivement égales a - , -, -, comme nous I a- 

vons vu dans le calcul différentiel, et l’équation précédente 
devient 


( 3 ) 


e = e' cos *ct -j- v” sin 


d’où Ton voit que les deux courbures principales déter- 
minent celles de toutes les sections normales. 

On déduit de cette équation plusieurs conséquences im- 
portantes. 

1°. Si l’on mène par la normale deux plans également 
inclinés sur le plan d’une des sections principales, la cour- 
bure des deux sections sera la même 5 

2”. Si l’on mène deux plans également inclinés sur les 
plans respectifs des deux sections principales, de quelque 
côté que ce soit, la somme des courbures de ces sections 
sera constante et égale à la somme des courbures des sec- 
tions principales. 

Car, en les désignant par v et on aura 


v = v cos“« 4 v" sin *« , = v sin *• -f- v" cos*«, 

d’où 

-f- v". 

Si les deux angles oc sont pris dans le même sens, les 
plans sont rectangulaires : d’où l’on voit que la somme des 
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courbures de doux sections normales rectangulaires en~ 
tre elles est constante. 

3'. Si l’on fait « = -, on a = . Donc la cour- 

1 a 

bure de chacune des sections dont les plans parlaient en 
deux parties ^ales les angles des plans des sections princi- 
pales, est égale à la moyenne entre les deux courbures 
principales; et la sphère qui passe par les cercles oscula- 
teurs de ces sections donne la même somme que la surface, 
pour les courbures de deux sections normales rectangu- 
laires. On voit encore que deux plans également inclinés 
sur un de ces plans moyens, donnent des sections dont la 
somme des courbures est -f- v^', puisque ces plans font 
des angles égaux avec ceux des sections principales. 

a34- Indicatrice. Si à partir d’un point quelconque 
d’une surface, on prend sur la normale une longueur infi- 
niment petite, et que par son extrémité on mène un plan 
perpendiculaire à la normale, il coupe la surface suivant 
une courbe infiniment petite , que M. Ch. Dupin a consi- 
dérée le premier, et qu’il a nommée indicatrice. Toutes les 
propriétés que nous venons de démontrer s’en déduisent 
très simplement, ainsi que beaucoup d’autres qu’il convient 
• d’étudier dans les ouvrages de l'auteur. Il est facile de re- 
connaître d’abord que cette courbe est du second degré , 
si l’on néglige les quantités infiniment petites par rapport 
à ses dimensions -, ce qni signifie que lorsque cette courbe 
tend à se réduire à un point, à mesure que son plan se 
rapproche du plan tangent, une courbe finie qui lui serait 
semblable aurait pour limite une section conique. 

En effet, si l’on prend la normale pour axe des z , l’é- 
quation de la surface, rapportée à des axes rectangulaires, 
sera 

Z ^ rx^ -f- sxjr ri- r (T’ + etc... 

Si maintenant on fiiil z — et, a étant infiniment petit. 
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et qu’on se borne aux termes du second degre en x et /, 
on aura pour équation de la section, qui est l’indicatrice, 
r.r’ -1- isxjr + ty^ = 2 a, 


écpation qui représente une ellipse ou une hyperbole, 
dont le centre est sur la normale. 

Soit A le point de la surface, AN la normale, AO = a, 
et BC l’intersection du plan de l’indicatrice par un plan 
normal quelconque. Le centre de courbure de cette section 
est la limite de la rencontre de AN avec la perpendiculaire 
élevée sur le milieu de la corde AC -, et si l’on appelle R le 

rayon du cercle osculateur, on aura R = 

signant par 2 X le diamètre BG de l’indicatrice que nous 


supposerons elliptique, R ^ — . 

On conclut delà que les sections dont les plans passeront 
par les axes de l’indicatrice auront la courbure maximum 
ou minimum. Toutes les autres conséquences s’en dédui- 
ront facilement, et l’expression de R en fonction de r, s, t 
s’obtiendra comme précédemment pour un plan quelcon- 
que ayant pour équation y == mx ; car on aura 

2«fi4-m’) _ I -t- m' 

' et par suite n = — ; 

r-4- 2 fm + r-\^^sm + trn' 


A’ = 


Si l’indicatrice était une hyperbole , le rayon de courbure 
deviendiftt infini lorsque le plan de la section passerait par 
une de ses asymptotes, puis aurait une expression négative 
si l’on ne changeait pas de signe <z. Il faudra donc, pour l’a- 
voir positif, mener le plan de l’indicatrice de 1 autre côté du 
plan tangent-, ce qui montre que la courbure des sections a 
changé de sens. Les deux indicatrices que l’on obtient ainsi 
sont deux hyperboles conjuguées-, et leurs axes réels cor- 
respondent aux sections de plus grande courbure parmi 
outes.celles qui sont situées du même côté du plan tangent. 
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Si l’on avait conscrv*^ le signe de l’expression de lu cour- 
bure, on aurait, comme nous l’avions dit en général, un 
maximum et un minimum pour les courbures principales. 

235. La courbure des sections obliques se ramène à 
celles des sections normales. En effet, soit HK. l’intersec- 
tion du plan de l’indieatrice et d’un plan passant par la tan- 
gente en A, à la section normale BAC, et faisant un angle 
£ avec le plan de celte section. La corde HK étant paral- 
lèle à la tangente menée en A à la courbe HAK , la perpen- 
diculaire AP abaissée de A sur HK , partage cette ligne en 
deux parties que l’on regarde comme égales, parce qu'elles 
ne diffèrent que d’un infiniment petit du second ordre : 
OP est perpendiculaire à HK , et du second ordre comme 
OP 

AO, puisque = tang £. Op peut donc regarder les lon- 


gueurs BC, HK comme égales -, et le rayon de courbure de 

PK.* OC^ 

la section HAK, qui a pou! valeur sera égal à ^p^- 

il est donc égal à celui de la section normale BAC multi- 
AO 

plié par ou cos e. D’où l’on déduit ce théorème remar- 


quable , dû à Meunier, que le rayon de courbure d’une 
section oblique s’obtient en projetant sur le plan de cette 
section le rayon de courbure de la section normale qui a la 
même tangente. ^ 

236. La position particulière que nous avons donnée 
aux axes , a rendu plus facile la démonstration des pro- 
priétés précédentes ; mais il est nécessaire de traiter la ques- 
tion pour une position quelconque des axes, parce qu’on 
peut avoir à déterminer les sections principales en un point 
quelconque d’une surface, rapportée à des axes rectangu- 
laires quelconques. 

Soient or', z! les coordonnées d'un point quelconque 
d’une surface donnée, et a, ê, y les angles formés avec les 
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axes par. une tangente à la surface en ce point , on aura 
cos y = P cos q cos S, puisque l’équation du plan tan- 
gent est Z — z' —p{x — q (y — y') , et que les 

différences x — x^, y — y', z — z' sont proportionnelles 
aux cosinus des angles que fait avec les axes une droite 
située dans ce plan. Si l’on substitue à cos 7 sa valeur 
y/ 1 — cos’a — cos’ê, on obtient 
(O (l+P’) COS’£t-)-2/7ÿ cos« cos6+(i + q*) cos*ff =1. 

C’est la condition pour que les angles a , 6 appartiennent 
à une tangente quelconque. 

Si par le point (x',y', z'), et par un autre point infini- 
ment voisin , pris sur la courbe qui se rapporte à cette tan- 
gente, on mène deux plans normaux à cette courbe, ils sc 
couperont suivant l’axe du cercle osculateur de cette 
courbe , et les équations de cette droite seront 

(x—x)dx' -+■ (y—y')dy + (z — z)dz — O, 

{x — x)d'x'-\- (y —y)dy' + (z — z)d'z = ds'\ 

Cette ligne étant dans le plan normal à la surface, ren- 
contre la normale, dont les équations sont 

X — x' + p{z — z') — O, y — y + q[z — z) = O. 

Les coordonnées x, y, z du point de rencontre seront 
données par les équations 

2 I y y' ï ~ y' P. 

* * — D’ — D* D’ 

en posant 

d?z' — pd‘x' — q<Py = 

La valeur de D peut être transformée en différentiant l’é- 
quation 

dz' = pdx' -f qdy, 

ce qui donne 

d*z' = pd\r' -f- qd^y' -j- rdx'^ -)- ‘isdx’dy' -)- idy''. 
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et par suite 

\ ds J t/s d.s' \ds / 

= r C09 ’et 4- cos » cos C 4- t cos *f . 


On voit par là que D reste le même si a et o ne chan- 
gent pas -, il en est donc ainsi du point de rencontre de la 
normale à la surface , et de l’axe du cercle osculateur de 
toutes les sections obliques, dont le plan passe par la même 
tangente. 

II résulte de là que toutes ces sections ont leurs centres 
de courbure sur une circonférence dont le plau est perpen- 
diculaire à leur tangente commune , et dont le diamètre est 
la ligne qui joint le point de contact au point fixe, que 
nous venons de trouver sur la normale. Ce point est donc 
lui-même le centre de courbure de la section normale ; et 
l’on voit que les rayons de courbure de toutes les sections 
qui ont la même tangente , sont les projections de celui de 
la section normale sur leurs plans respectifs. 

D’après les valeurs que nous avons trouvées pour les 
coordonnées du centre dé courbure de la section normale , 
son rayon de courbure aura pour expression 

„ _ + r 

« — D • 

ou 

(,.) R = . 

rcos’« -f- 25 cos* cosf -f- ÏCOS'o 


'aSj. Le maximum ou le minimum de R, relativement 
à la variation de « et S , correspond au minimum ou au 
maximum du dénominateur, et sera donné par l'équation 

(rcos« 4- 5 cos C) d.costt = — (j cos et -j- (cos^) tf.cosff ; 
on éliminera d.cosa et d.cosS en différentiant l’équ»- 
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tion (i), ce qui donne 

[(i +/j’)cos« + /^ 5 'cosS]d.cos<« 

= — [(*+?’) *^ 0 ® ^ PI *] 
et divisant ces deux équations par ordre, il vient 

r cos 4 -4- J cos J / cos? -}- .çcos* 

( I -t- JJ‘) cos U pq cos î ( • + ÿ’) cos « -f- pq cos » * 

Les équations ( 1 ) , ( 2 ) , (3) déterminent les valeurs de 
oc, ë, R qui se rapportent aux sections principales. 

Pour faire plus commodément ce calcul , on multipliera 
par cos oc les deux termes de la fraction qui forme le pre- 
mier membre de l'équation (3) , et par cos ê les deux ter- 
mes du second membre , puis on ajoutera les numérateurs 
entre eux et les dénominateurs entre eux -, la fonction re'- 

sul tante qui est ^ sera égale à chacun des membres de l’é- 
quation (3), ce qui donne 

(r co8«-f-ycos? = D[(i -f-/j’)cos« cosC], 

'■ ( / cos ? -j- s cos « = D [( I + q') cosC pq cos «] , 

ou 

I [I>(> + pi — r] cos» = (s — pqD) cos?, 

^ ^ [D(i ql — <] cos? = (f — PŸ^) cos«. 

Ces deux équations , multipliées membre à membre , don- 
nent 

[D(i -P pi — r] [D(i ql — <] = («— pqD)*, 
ou 

+ — ^P9^1 -p r/= J ’ . 

Cette équation fera connaître les deux valeurs de D relatives 
aux sections principales; et comme on a R = ^ , 

l’équation qui donnera les rayons de courbure de ces sec- 
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lions sera 


(5) f(«— ^*)R*— RV/ 1 +/>■')<+( 

* +(i+y>'"+?’)’=o. 

EnGn les valeurs de a et ê seront déterminées par l’équa- 
tion (i) et l’une des équations (4)- 

a38. Si l’on veut connaître les points particuliers de la 
surface , où les sections principales, et par suite toutes les 
sections normales ont la même courbure, il faut exprimer 
que les deux racines de l’équation (5) sont égales. Il sem- 
ble d’abord que l’équation qui en résulte entre p, q, r, s, t, 
jointe à celle de la surface, déterminerait une lignes mais 
il est facile de voir que l’égalité de ces racines conduit à 
deux équations. 

En effet, l’équation de condition peut se mettre sous la 
forme 


|^(i — (I + î’)r + 

+ 4 (' + 

or elle ne peut évidemment être satisfaite qu’en posant 


, ! P» — ■» = O et (i +/»’)( — (I + î’)r = O, 
^ C' 

équations qui peuvent s’écrire ainsi 


I -f = I -f- y* pq 

Ces deux équations, jointes à celle de la surface, détermi^ 
nent un nombre fini de points , auxquels on a donné le 
nom Ôl ombilics. On les aurait obtenues en exprimant que 
les valeurs de D, données par les équations (4), sont indé- 
pendantes de a et 6 , comme cela doit être pour que la 
courbure de toutes les sections normales soit la même. 
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Lignes de courbure. 

23 g. Si par tous les points d’une ligne tracée sur une 
surface , on mène des normales à cette surface , elles sont 
en général dans des plans différents, et la plus courte dis- 
tance de deux d’entre elles correspondantes à des points 
inBniment voisins sur la surface , est un infiniment petit du 
même ordre que la distance de ces deux points et que 
l'angle de ces mêmes normales. 

Mais on peut se proposer de déterminer les lignes qu’il 
faudrait tracer sur la surface pour que la plus courte dis- 
tance des normales successives fût, non pas nulle , mais in- 
finiment petite par rapport à la distance des points corres- 
pondants de la surface, et à l’angle des deux normales. 
Les nOTmales se trouveront alors dans le même cas que les 
tangentes à une courbe à double coiu-bure ; et leur ensem- 
ble formera une surface développable. Soient x', y', z' les 
coordonnées d’un point quelconque d’une surface, les 
équations de la normale en ce point seront 

X — x' + p(z — z') =0, jr — y + — z') = O. 

Le point d’intersection de cette ligne et de la normale 
au point infiniment voisin dont les coordonnées sont 
y -j- dx', y -(- dy , z’ -j- dz' , sera donné par la combi- 
naison de ces deux équations et de leurs différentielles par 
rapport à x', y, z', qui sont 

— dxf — pdz' + {rdx' -f- sdy') (s — z') = o, 

— dy — qdz' -f- {tdy -j- sdx') (z — z') = o, 

ou, en remplaçant dz' par pdx' -(- qdy, 

■ /(> + p^)dx'+pqdy— {rdx'+ sdy') (z — z), 

I ( ' + 'r)<y ~ — ^') ■ 
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La coaditioD pour que les deux normales se rencon- 
trent, s’obtiendra en exprimant que les valeurs de ^ — z' 
sont les mêmes dans ces deux dernières équations; ou 
trouve ainsi 


( 8 ). 


(i - 1 - pldx’+pqdj (i q'')dy pqdx' 

rdx’-\-sdy tdy -\-sdx 


équation qui est la même que l’équation (3) et donne par 
dy ' 

conséquent pour les deux valeurs qui se rapportent 


aux tangentes aux sections normales de courbures maxi- 
mum et minimum. Seulement il faut bien observer qpie 
l’équation ^ 8 ^ n’exprime pas que les deux normales se 
coupent réellement, puisqu’on a négligé les termes du se- 
cond ordre; mais que l’on trouvera pour x,j, z des va- 
leurs qui satisferont aux équations de la première normale, 
et telles qu’augmentées de quantités d’ordre supérieur au 
premier, elles satisferaient à la .seconde. Elle exprime donc 
que la plus courte distance des deux normales est uu infi- 
niment petit d'ordre supérieur au premier. 

Si l’on élimine entre les équations il vient 


(q) 1 4-/^*— — z) _ pq—i{z — z') 

“ pq — a(z— a') «+?“ — <(a — z)' 

Cette équation, jointe aux équations de la normale 

x — x'+p(z — z')= 0 , jr—y+q(z—z')= 0 , 

déterminera les coordonnées x, y, z du point de rencontre 
des deux normales infiniment voisines ; et l’on aura la sur- 
face, lieu de tous ces points de rencontre, en éliminant 
x',/', .z' entre ces trois équations etcellede la surface donnée. 
a4o. Les équations ( 7 ) ne difierent des équations (3 his) 

que par le changement de ^ en {^z — z'). La valeur de 
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(e — I + 0 “ partie de la normale com- 

prise entre le point' de la surface et le point de rencon- 
tre avec la normale infiniment voisine, sera donc égaie à 

gV/ I 7“ou à R. Ainsi les distances du point delà 

surface aux points où les normales infiniment voisines se 
rencontrent, sont égales aux rayons des courbures princi- 
pales. Ces deux points de rencontre ne sont donc autre 
chose que les centres des courbures principales. 

a 4 i. Cela posé, déterminons la courbe qui, en chacun 
de ses points, jouit de la propriété d’étre tangente à la sec- 
tionprincipale , et qui est telle par conséquent que les nor- 
males à la suHace, menées par deux points inGniment voi- 
sins, pris sur cette courbe, sc rencontrent. Les coordonnées 
a/, y, z' d’un quelconque de ces points satisferont à l’é- 
quation (_ 8 ) et à celle de la surface : cette dernière donne 
z' éh fonction de x', y', et si l’on substitue cette valeur 
dans l’équation ( 8 ), on aura une équation du premier ordre 

dy' 

entre x^, y' , et du second dçgré par rapport à •, on l’in- 
tégrera et l'on aura deux équations Gnies, renfermant cha- 
cune une constante arbitraire, que l’on déterminera en ex- 
primant que chacune de ces deux équations entre x! et^' 
est satisfaite par les coordonnées du point de la surface 
par lequel on voudra faire passer les courbes. 

C’est ainsi qu’on détermine les équations de ces lignes 
remarquables auxquelles on a donné le nom de lignes de 
courbure. 

243. Cherchons maintenant l’équation de la surface dé- 
veloppable, lieu des normales à la surface donnée, menées 
par tous les points d’une de ses lignes de coui'bure. 

Les équations d'une quelconque de ces lArmales seront 

— — y~y ^q{z~z') = o, 


Digitized by Google 



« 


272 COURS d’analyse. 

et les coordonnées x',y, devront satisfaire à l’équation 
de la surface donnée et à l’intégrale de l’équation ( 8 ). Si 
donc on élimine x*, y, z' entre ces quatre équations, l’é- 
quation finale entre x', y, a', sera celle de la surface cher- 
chée. 

L('S deux surfaces obtenues ainsi pour les deux lignes de 
courbure qui passent par un même point se coupent à an- 
gle droit-, et en général toutes celles qui se rapportent à 
l’un des systèmes de lignes de courbure coupent à angle 
droit toutes celles qui se rapportent à l’autre système. , 

^43. Enfin, si l’on veut connaître le lieu des points de 
rencontre des normales consécutives, ou l’arèle de rebrous- 
sement de la surface qui est le lieu de ces normales, il fau- 
dra joindre l’équation (9) à celles qui ont déterminé l’équar 
tion de cette surface. On en éliminera x', y', z' au moyen 
des deux équations de la normale, et de celle de la surfoce 
• donnée; on aura ainsi une seconde équation entre x, y, z, 

qui, jointe à celle de la surface développable, déterminera 
l’arète de rebroussement qui correspond à la ligne de cour- 
bure que l’on considère. 

Cette seconde équation entre x, y, z étant indépendante 
de la ligne de courbure, est satisfaite par les arêtes de re- 
broussement relatives à toutes les lignes de courbure de la 
surface donnée ; elle représente donc le lieu de ces arêtes, 
ou de tous les points de rencontre des normales consécu- 
tives de la surface donnée. 

244- points de rencontre des normales consécutives 
sont, comme nous l’avons dit, les centres des cercles oscu- 
lateurs des sections principales : mais il faut bien se garder 
de croire qu’ils soient les centres des cercles osculateurs 
des lignes de courbure ; car les normales qui y passent sont 
tangentes à ufe même courbe, propriété qui n’appartient 
jamais aux normales qui passent par les centi-es de cour- 
bure d’une courbe qui n’est pas plane. Or en général les 
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lignes de courbure ne sont pas planes; et même elles pour- 
raient l’étre sans que leurs cercles osculateurs se confon- 
dissent ntlcessairement avec ceux des sections principales : 
on en voit un exemple très simple dans les parallèles d'une 
surface de révolution. Il faut en outre que leurs plans os- 
culateurs soient normaux, et que par conséquent les lignes 
de courbure soient les lignes de plus courte distance sur la 
surface. 


Applications au paraholoïde elliptique. 

345. Soient ia, ib, les paramètres des paraboles prin- 
cipales d’un paraboloïde dont l’axe est dans la direction 
des Z positifs; l’équation de cette surface sera 

Z - 

aa ^ aè’ 

et l’on aura 


X jr I 

p^-, ? = '■=ü’ 


I 

b' 


s ~o. 


L’équation ( 8 ), qui appartient aux deux lignes de cour- 
bure devient ainsi, en posant | = A, a{a — i) = B, 


Si l’on diiférentic cette équation, on obtient 


Si l’on tire de la précédente la valeur de x ' — et 
qu’on la reporte dans la dernière , on trouve 




i3 
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Divisant par xy , elle devient 

d'y 4r 

dx' , dx I 

' jr X 

dx 


O. 


Les trois ternies étant des dérivées exactes, on aura, en in- 
tégrant , 




<ir 

ou ^z=c , 
dx jr 


d'où l’on tire , en intégrant de nouveau , 
y' = Cx' -I- C. 

Mais cette équation , avec deux constantes arbitraires , est 
l’intégrale de l’équation du second ordre , et doit renfermer 
comme cas particulier, celle de la proposée. En substituant 
cette valeur de y dans l’équation du premier ordre , on 
trouvera entre C et G' une condition qui réduira ces 

BC 

constantes à une seule. Cette condition est C'=s — rTP- * 

I A\j 

de sorte que l’équation générale des lignes de courbure du 
paraboloïde est 

y' = Car* + 


BC 


i-l- AC’ 

ou , en substituant à A et B leurs valeurs , 

ba (a — A) C 


^» = Cx* + 


b + aC 


Ces courbes se projetteront donc sur le plan des x et^, sui- 
vant des hyperboles ou des ellipses, suivant que C sera po- 
sitif ou négatif. 

La valeur de cette constante sera déterminée, si l’on 
donne les coordonnées x', y, du point de la surface par 
lequel on veut faire passer la ligne de courbure : on pu* a 
ainsi l’équation 
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OU 

or'* C’ + [Ax'* — ay''^ + ob{a — 6)] C — éj'* = o , 

d’où l’on tire pour C des valeurs réelles inégales, l’une po- 
sitive et l’autre négative, que nous désignerons par « et — 6. 
Les équations des deux lignes de courbure qui se croisent 
au point donné ont donc pour équations 


et 


y' — «x“ -I- 


ab (a — b) a 

■% et.nr* ■ ... - 

b aa 
ab (a — b)C 


y^-— Cx^ + 


aC — b • 


Si l’on suppose a'^b, la parabole située dans le plan 
des X et z, est celle qui a le plus grand paramètre. Les hy- 
perboles suivant lesquelles se projettent les lignes de cour- 
bure ont alors leur axe réel dans la direction de l'axe desj'. 


et sa longueur est 


/ab(a 

V 


-b). 


üti 


elle est maximum 


pour 


a = 00, et sa valeur est V b {a — b') \ les hyperboles se ré- 
duisent alors à l’axe des^. On voit donc qu’en portant sur 
l’axe des y, de part et d’autre de l’origine , des longueurs 
égales à \/b{a — b), on aura les limites entre lesquelles 
tombent les sommets des hyperboles , qui sont les projec- 
tions d’un des systèmes de lignes de courbure. 

L’équation qui représente les projections des lignes de 
l’autre système, donne toujours des ellipses réelles, parce 

que l’on a nê — ù > o, on En eflFet, si l’on substi- 


tue à C dans l’équation qui détermine cette constante , 


on trouve un résultat négatif-, et comme elle n’a qu’une 
seule racine négative , cette racine est numériquement plus 
' 18.. 
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grande que ainsi l’on a G>- , quels que soient x', y', et 
l’équation ne donne que des ellipses réelles. 


Le demi-axe des x est égal à ^ et le demi- 

axe des / à y/ niinimum de ce der- 


nier correspond à 6 = oo, et est v/ b{a — h) -, elle donne 
les mêmes points déjà trouvés pour la limite supérieure des 
axes réels des hyperboles. Dans ce cas l’ellipse se confond 
avec une partie de l’axe des 

Si l'on a x' = o, une valeur de G est infinie-, l’autre es 
positive si l’on Ay' <C.V b{a — V), et négative dans lecasi 
contraire. Dans le premier cas les deux lignes de courbure 
sont une hyperbole et l’axe desj^ -, dans le second cas 
elles se composent d'une ellipse et de l’axe des j-. 

Si y' = o, une des valeurs de G est nulle , et l'antre né- 
gative. Les deux lignes de courbure sont alors une ellipse 
et l’axe des x. 

246. Les équations qui déterminent les ombilics de- 
viennent, dans le cas que nous examinons. 


XJ- = O, afj-* -f- b') = 6 (x’ -I- û»)j 


ce qui donne les deux systèmes 

x = o, yz=±^b{a — b), et j'= o, x = ± V^a( 6 — a). 

On voit qu’un seul donne des coordonnées réelles ; et 
dans le cas actuel c’est le premier, puisque nous avons sup- 
posé a>i. Il y a donc deux ombilics dans le paraboloïde 
elliptique ; ils se trouvent sur la parabole principale qui a 
le plus petit paramètre , et ne sont autre chose que les 
deux points que nous avons déjà reconnus comme limite 
des sommets des lignes de courbure. 

247. Si le paraboloïde est de révolution, les ombilics se 
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confondent avec le sommet. Les deux valeurs de C devien- 

nent et — i ; et les équations des lignes de courbure sont 

r'’ o 

r* x' et r’ - 4 - r* = -• 

x'* J -r Q 

La première représente tous les plans passant par l’axe de 
révolution , et la seconde des cylindres ayant pour base 
sur le plan XY des cercles de rayon arbitraires, et ayant 
leur centre au sommet. Les lignes de courbure sont donc 
les méridiens et les parallèles, comme cela a lieu dans 
toutes les surfaces de révolution. Quant au lieu des centres 
de courbure , il se compose évidemment de l’axe de révo- 
lution et de la surface engendrée par la révolution de la 
développée de la courbe méridienne, autour du même axe. 

Équations des surfaces cylindriques, des surfaces 
coniques, des conoïdes et des surfaces de re'vo- 
lution. 

248. Une surface cylindrique est celle qu’engendre une 
droite qui se meut parallèlement à une direction fixe, eu 
s’appuyant constamment sur une Ugne donnée, qui est 
nommée directrice. 

Soient 

= O. F. = O. 

les équations de la directrice, et 

,x = az <t, jr — bz + Ç, 

celles d’une génératrice quelconque, u et i étant constants 
et a,' ê variant d’une génératrice à une autre. La condition 
de la rencontre de cette génératrice et de la directrice s’ob- 
tiendra en éliminant x, y, z entre leurs équations -, d’où 
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rc^sultera une équation de la forme 

S) = O. 

On aura donc l’équation du lieu des génératrices en élimi- 
nant oc, 6 entre cette équation et celles de la génératrice ; ce 
qui donne pour l’équation générale des surfaces cylindri- 
ques , Ÿ pouvant désigner une fonction quelconqu e, 

(p(ar — az, y — bz) = o, 

OU, en la résolvant par rapport à x — az, 

X — az = f{jr — Ô2). 

On peut d’ailleurs vérifier que, quelle que soit la fonction y, 
cette équation représente une surface cylindrique. 

a49- Une surface conique est celle qu’engendre une 
droite qui passe par un point fixe et s’appuie sur une ligne 
donnée. 

Soient 

F(x, J-, z) = O, F,{x,y, z) = O, 

les équations de cette directrice , et a, 6, y, les coordon- 
nées du point fixe ; les équations d'une génératrice quel- 
conque seront 

I 

X— <«=a(z — y), j — Z = b{z—-/), 

a et i variant d’une génératrice à une autre. Pour que la 
directrice soit toujours rencontrée par la génératrice, il 
faut que ces quatre équations aient lieu en même temps -, 
d’où résulte, en éliminant x, y, z, l’équation de, condition 

<p(a, b) = O. ^ 

L'équation du lieu des génératrices s’obtiendra en éli- 
minant a et b entre cette équation et les deux précédentesi 
, ce qui donne pour l’équation générale des surfaces co-^ 
niques 
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et l’on vëriGerait encore que, quelle que soit la fonctiony, 
cette équation représente une surface conique. 

aSo. Un conoïde est la surface engendrée par une 
droite qui se meut parallèlement à un plan fixe , et qui 
rencontre constamment une droite et une courbe données. 
Prenons la droite donnée pour axe des z , et le plan fixe 
pour plan des x et y, et soient 

•*) = o, j,z)=o, 

les équations de la courbe donnée ; celles de la génératrice 
seront de la forme 

Z ■=. a, jr — bx. 

Éliminant x, y, z entre ces quatre équations, on aura une 
équation entre a et b, qui exprime la dernière condition à 
laquelle la génératrice doit satisfaire. Soit a = <f(i) cette 
équation, on aura celle de la surface cherchée , en élimi- 
minant a eX b entre elle et les équations de la génératrice. 
On trouve ainsi 



La fonction y est arbitraire puisque F, F, désignent des 
fonctions quelconques. D’ailleurs on vérifie facilement que, 
quelle que soit cette fonction (f, l’équation précédente est 
celle d’un conoïde. 

a5 1 . Une surface de révolution est celle qu’engendre 
une ligne quelconque qui tourne autour d’un axe fixe , en 
conservant avec lui la même position relative : de sorte 
que dans ce mouvement chaque point décrit un cercle dont 
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le centre est sur l’axe et dont le plan est perpendiculaire à 
cet axe. 

Prenons l’origine en un point de l’axe, et soient 

») =0. F.(^. J’. *) = O, 

les équations de la génératrice dans une de ses positions^ 
celles de l’axe seront de la forme 

X = az, J = bz. 

Un quelconque des cercles de la surface aura pour équa- 
tions 

X' y Z* =. R% Z ax bjr = C. 

Pour qu’il y ail un point commun avec la courbe généra- 
trice , il faudra que R et C satisfassent à l’équation qu’on 
obtiendra en éliminant x, y, z, entre les quatre équations 
de ces lignes. Soit cette équation de condition 

^»(R*,C) = o, 

on aura celle du lieu des cercles ou de la surface de révo- 
lution, en éliminant R et.C entre cette équation et celles 
d’un quelconque des cercles -, on trouve ainsi 

<P(x* + z\ z-f-ax + by) = 0 , 

ou 

x’ -hy' + a’ =/(z 4- ÆC q- by). 

Si l’on transporte l’origine en un point quelcoucpie dont 
les coordonnées par rapport à la première soient — «» 
— 6, — y, l'équation générale des surfaces de révolution 
aura la forme 


(^— ?)’+ (z—Y)'=J[z—v+a(x—m)-hb(y—C)2^ 



SECONDE ANNÉE. 


Equations aux différentielles partielles des mêmes 
surfaces. 

aSa. Les surfaces cylindriques jouissent exclusivement 
de cette propriété , qu’en chacun de leurs points le plan 
tangent est parallèle à une droite fixe, dont la direction est 
celle des génératrices. 

SoKnt x= az, J = bz les équations qui déterminent 
cette direction, et z = F(j:,j) l’équation d’une surface. 
Son plan tangent au point (a:', y', z') aura pour équation 

Pour qu’il soit parallèle à la droite donnée, quel que soit le 
point de contact , il faudra qu’on ait 

dt' ^ , dz 

L’équation générale des surfaces cylindriques est donc 
dz , dz 

253. La propriété caractéristique des surfaces coniques 
est que leur plan tangent en un point quelconque passe par 
un point fixe. Soient a, S, y, les coordonnées de ce point ; 
l’équation générale du plan tangent à une surface étant , 

le plan tangent passera constamment par le point fixe , si 
l’on a pour tous les points de la surface 
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l’équation générale des surfaces coniques est donc 

a54* Le plan tangent à un conoïde devant contenir la 
génératrice menée au point de contact, coupera l’axe des z 
en un point dont le z sera égal à celui du point de contact , 
si l’on suppose les axes choisis comme précédemment. 
L’équation du plan tangent 


, dt , dz 


devra donc être satisfaite par x = o, y = o, z = z', ce 
qui donne pour tout point de la surface 




L’équation générale de tous les conoïdes, quelle que soit 
la courbe directrice, est donc 


dz , dz 


O. 


255. Les surfaces de révolution ont pour propriété ca- 
ractéristique, que la normale menée en un quelconque de 
leurs points rencontre leur axe. 

Soient 

X = az a., jr =. bz Ç, 


les équations de l'axe. Une normale à une surface quel- 
conque a pour équations 

(z — x')=o, jr—x + (X — 2 ') = o; 

pour quelle rencontre l’axe, il faudra que l’on ait la 
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a83 


condition 


, , dz , . , dz' 


dz' 

dod 


+a 


dz" 


En réduisant cette équation, et supprimant les accents, 
on aura l'équation générale des surfaces de révolution, qui 
sera 

(jr—bz —S)^ — (x — az—»)^=z b(x—m)—a {j—S) . 


On aurait pu déduire ces diverses équations différen- 
tielles des équations en quantités Unies, en éliminant la 
fonction arbitraire. 

Nous allons voir réciproquement comment on peut re- 
passer des équations différentielles aux équations en quan- 
tités finies. 


Intégration des équations de ces surfaces. 


a56. Surfaces cylindriques. L’équation différentielle 
des surfaces cylindriques est, en posant ^ ^ ~ 


ap b q •=. I . 


D’après la théorie des équations aux différentielles partielles 
du premier ordre, on posera les deux équations simultanées 


dx djr 
a b 


= dz, 


dont les intégrales sont x — az=C,y — iz = C,, d’où 
il résulte que l’intégrale de l’équation proposée est 

X — az = F(^ — bz), 



a84 CD uns o'àn\lyse. 

F désignant une fonction arbitraire, qui se déterminera par 
une condition particulière. Supposons d'abord que la sur- 
face cylindrique soit assujétie à passer par une courbe don- 
née ayant pour équations 

z) = O, f,{x, x,z)=o ; 

pour qu’il soit plus facile de déterminer la forme de la fonc- 
tion F, nous représenterons par une seule lettre la quantité 
qui s’y trouve soumise. Soit donc 

jr—bz—u, 

nous remplacerons partout^ par bz-\-u, et l’équation de 
la surface deviendra 

X — as = F(«), 

celles de la courbe se changeront en 

J(x, bz + M, s) = O, /.(i-, bz -f «, ï) = O, 

et il faudra que ces trois équations soient satisfaites par 
une inbnité de valeurs dex, z, u. Si donc on élimine x et 
Z entre elles, l’équation en u devra être satisfaite quel que 
soit u, ou en d’autres termes elle devra être identique. On 
en déduira donc la forme de la fonction F, en tirant de 
cette équation la valeur de F(a). 

Si la surface cylindrique était assujétie à être circons- 
crite à une surface donnée, on commencerait par détermi- 
ner les points de cette surface pour lesquels le plan tan- 
gent est parallèle à la direction donnée des génératrices \ 
et il suffira pour cela d’exprimer qu’ils satisfont à l’équa- 
tion différentielle de la surface cylindrique. Cette ligne 
étant déterminée, le problème rentre dans le précédent. 
aSy. Surfaces coniques. Leur équation différentielle est 

{X — »)p + (jr — Ç)q =z Z — y. 

On intégrera d’abord les équations 
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dx 


dj 


dt 


ce qui conduit à 


x~—» J - — S 


-y 



et l’intégrale de l’équation proposée sera 


X CL 



^désignant une fonction arbitraire. 

Supposons, pour la déterminer, que la surface soit assu- 
jétie à passer par une courbe dont les équations données 
soient 

F(x, jr, Z) = O, F,{x,jc, Z) = O, 
on posera = u ; 

* Z— y 

les équations de la surface et de la ligne donnée deviendront 


7— FC*,S+(2— y)“>z]=o, F,[ar,f+(*— y)«,*]=o. 

Ces trois équations devant avoir une infinité de solu- 
tions communes, si l’on élimine x et z, l'équation finale 
en U devra être identique, et la valeur que l’on en tirera 
pour f(u) déterminera la forme de la fonction arbitraire. 

Si la surface conique était assujétie à être circonscrite à 
une surface donnée, on chercherait d'abord le lieu des 
points de cette surface qui satisfojit à l’équation différen- 
tielle de la surface conique : le problème rentre alors dans 
celui que nous venons de résoudre. 

258. Conoïdes. L'équation générale des conoïdes est 
xp jq — Q. 

Les équations simultanées qu’il faut intégrer sont donc 


dx djr ^ dx 

X ~~ jr X 


dz 

— ou dz =. O. 

O 
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J 

.! 


On eu tire z ■=> a, y ■=■ hx, a et i «itant les constantes ar- 
bitraires. L’intégrale générale sera donc 



(jj désignant une fonction arbitraire. 

Si l’on veut déterminer cette fonction par la condition 
que la surface contienne une courbe ayant pour équation* 
= O. J, 2) = O, 

on posera ^ = u, et l’on remplacera y par ux dans le 

trois équations qui devront admettre une inCnité de solu 
tions communes. 

On aura ainsi 


Z = F(r, MX, z) = O, F,(x, ux, z) = o. 

Si l’on élimine x et z, l’équation identique en m qui en 
résultera fera connaître la forme de la fonction cherchéeg>(u) 
On agirait comme dans les deux cas précédents, si le co- 
noïde devait être circonscrit à une surface donnée. 

a5g. Surfaces de révolution. L’équation différentielle 
de ces surfaces est, en prenant l’origine en un point de 
l’axe , 


(j- — — (x — az)f — bx — ajr. 

Il faudra d’abord intégrer les équations simultanées 

dx _ — dr dz 

y — bz X — ûz bx — aj'' 


ou 

(Ax — ay)dx = (y — bz)dz, 

— (bx — ay)dy = (x — az)dz. 

Si l’on multiplie la première par a, la seconde par b, et 
qu’on les retranche, on trouve, en divisant par bx — ay, 
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i 8 y 


d’où 


Z ax -i- bjr = C. 

Si maintenant on multiplie la première par x, la se- 
conde par et qu’on les ajoute, on trouvera 

xdx j-djr -f- zdz = O, 


d’où 


-h J'‘ + z‘ C,; 


l’intégrale de l’équation proposée est donc 

^ = /(* + + h')- 

Déterminons la fonction arbitraire, par la condition que 
la surface contienne la courbe ayant pour équations 

J", •*) = O, J", *) = O ; 

pour cela nous poserons encore 

Z -I- ax -j- bj- = U, 


et nous éliminerons, comme dans les questions précéden - 
tes, X, jr, Z entre cette équation, celle de la surface, et 
celles de la courbe donnée ; l’équation finale en u devra 
être identique, et déterminera ainsi la fonction y (m). 

On agirait comme dans les cas précédents, si l’on deman- 
dait que la surface de révolution fût circonscrite à ime 
surface donnée. 


FIN. 


S6W 
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